论 球 和 圆柱 


I 


“ 阿 基 米 德 向 多 西 修 斯 《Doesitheusy 致意 . 

前 些 时 候 ， 我 把 到 那 时 为 止 所 得 到 的 铺 果 及 其 证 明 递 到 你 那 
里 ， 说 明 由 一 直线 和 直角 回 锥 的 截 线 [一 个 抛物 线 1 所 围 成 的 弓 
形 蚌 与 弓形 各 多 等 高 的 三 角形 的 4/3. 从 那 时 起 ， 我 又 发 现 并 证 明 
(ovehsykrwvy)》 了 一 些 以 前 未 被 发 现 的 定理 . 它们 是 : 首先 , 任 一 球 
硬是 它 的 最 大 圆 的 四 倍 (tob peyteroo kuriou): EIK, IREA TIZ 


FAM, AERE C ex ton kevebob) 4 FARRIS Cop 
PD 到 球 缺 底 铅 圆周 所 连 的 线段 ; 进一步 , ESTRA, HA 
等 于 球 的 直径 的 圆柱 是 球 的 3/2?, 图 柱 的 面 [ 包 揪 底 面 ] 是 球面 的 
3/2. 尽管 这 些 性 质 是 上 述 图 形 所 固有 的 《av 好 研 boost xpoumeXev 


rept ta expmpeva oxqxara) , 查 却 不 为 我 的 从 事 几 何 研究 的 前 辈 们 所 
知 ， 一 发 现 这 些 性 质 确 为 这 些 图 形 所 具有 ， 我 就 谤 木 犹 琼 地 把 它 
们 连 癌 我 以 前 的 结果 以 及 欧 多 克 斯 (Eudoxus) 的 基于 立体 的 定理 
BEE. 欧 多 克 斯 的 定理 不 可 辩 羽 的 被 确定 ， 苑 同 底 等 高 的 楼 
稚 是 棱柱 的 1/3, 同 底 等 高 的 圆锥 是 圆柱 的 1/3. 这 些 性 质 也 是 这 些 
图 形 所 风 有 的 ， 但 事实 上 欧 多 克 斯 以 前 的 许多 出 色 的 几何 学 家 既 
没有 提 到 也 不 知道 这 些 性 质 ， 不 过 ， 我 现在 就 可 以 把 这 些 性 质 提 
供给 那些 能 够 审查 我 发 现 的 人 . 这 些 性 质 本 应 在 科 农 (Conon) 在 
和 进 的 时 候 出 版 ， 我 想 他 能 够 掌握 并 能 给 予 足够 的 重视 ， 我 认为 让 


1 


O TEKEE 


Jise KILA CEHIA TA RGE EIRA g. ee 我 把 证 明 寄 给 
o AMR RIH e. AA. 

我 首先 列 出 在 证 明 我 的 命题 时 所 用 的 定义 ”和 假设 《或 公 
H). 

= x 

1. 平面 上 有 一 类 有 端点 的 曲线 Cajeruaau ypappar renepaspE- 
vat)! ”l, HEE BI AI É 45 BE TA YES AL E SR 9 E N 或 者 设 丰 点 落 
En W). 

2. RAMA AARM- A RER EP, 
yE i s, BJ BL SË Er sk E B 25 E HERH — j, k 一些 点 落 在 其 相 
HOH., HEARE ko HAA ETEA — M. 

3. 同样 ， 有 一 类 有 界线 的 曲面 ,自身 并 小 在 -- 个 平面 上 ， 但 
其 线 办 在 一 个 平面 上 ， 共 上 的 点 或 着 全 部 落 在 线 界 所 在 平面 同 - - 
人 制 ， 或 都 没有 点 落 在 另 一 仙 . 

4 RAAK -个 则 而 轩 向 同一 方向 ， 如 果 人 和 任意 取 其 上 两 
点 ， 连 结 两 点 的 直线 段 或 全 部 落 在 曲面 的 问 一 匣 ， 战 一 些 点 落 在 
其 相同 -- 人 向， 其 它 点 藩 在 曲面 上 ，、 但 无 点 沙 在 其 另 一 侧 ， 

5 RAHATA RE. -AeH R- AR. 月 圆锥 的 质 
APTER G. AIR HE E A IA HE A Go BR mi FH A i A E 3 R R E. 

6. Fehi A A kd s fk a JE e 5 EUR BS) BJ PE ñ9 PR A TV E MI BJ FF 
W. 1 E B sa kE — A R F. A AE H RAI sr E SI JÉ KRR E. 

假设 

1. 有 辐 端 点 的 一 切线 中 直线 段 最 短 "1 

2, 同 - - 平 面 上 有 公共 端点 的 线 中 ,如 果 任 何 这 样 两 条 线 是 不 
相等 的 ， 它 们 都 是 上 四 疝 同 一 方向 ， 并 尼 共 中 一 条 要 各 整个 包 合 在 

-条 内 ， 要 么 -- 部 分 包含 于 其 中 ， 一 部 分 重合 ， 那么 这 时 里面 

的 那 条 线 是 两 线 中 较 短 的 . 

3.， 回 样 ， 有 共同 线 界 于 一 平面 的 曲面 中 ， 该 平面 面积 最 小 . 

4. 在 有 共同 端 线 十 一 平面 的 曲面 中 , 如果 任 何 这 样 两 个 面 是 


Et @ 


不 香 等 的 ， 它 们 都 是 止 向 同方 向， 并 有 要么 整个 包含 在 共 一 
曲 而 内 .要 么 一 部 分 包含 于 其 巾 ， 一 部 分 重合 ， 那 么 这 时 里 面 的 
曲面 是 两 曲面 中 面积 较 小 的 . 

5， 进 而 有 ， 不 等 的 线 ， 不 等 的 面 ， 不 等 的 体 中 ， 大 的 超过 小 
的 ， 以 这 样 一 种 其 ， 如 当 此 及 重复 相 如 时 ， 就 能 超过 任何 给 定 的 
st. NE EARE ke, 

预先 指出 一 个 明显 的 命题 ， 即 ， 加 的 内 接 包 边 形 的 周 长 小 于 
辣 的 周 长 、 多 边 拱 的 任 -~- 边 小 于 革 所 切割 的 圆周 部 分 . 


命题 1 
外 切 于 圆 的 多 沁 形 的 岂 长 大 于 暗 的 周 长 . 
A 

BRETH ABHRA A Q 
别 切 圆 于 P. Q. P 

那么 

PA + AQ > E PQ). 

[假设 21 


类 似 地 ， 对 于 多 边 形 每 一 
个 角 , 不 等 式 都 成 立 ; AM, E 
得 到 所 求 结果 ， 


命题 2 


给 定 两 个 不 等 的 重 ， 则 可 求 竹 丙 不 等 的 线段 ， 什 得 
大 、 小 两 线段 之 比 小 于 大 、 小 两 重 之 比 . 


W 4B，DD 表示 两 不 等 量 , H. ARSD. 
假设 沿 AB 量 得 的 BC ST D, MD GH 是 任 - -线段 . 


O “ux 


hq ROU AC Etg £ BU 8 3k 0 2) AC 
上 ,其 和 将 超过 DD. 设 .AF 为 这 个 和 , 又 E 
W GH R AE, 1 GH E HE BJ 


# 5 AF 是 AC 的 售 数 相同 . š c 
于 是 EH: HG= AC: AF. 
因 为 五 或 BC), " 
所 以 AC: AF—< AC : CB. 
ENSA EH : HGZ AC: CB. ] 
因此 ， 由 合 比 ， 就 有 8 
G'. ÍF 


EG : GH < AB: D. 
因此 EG, GH 就 是 满足 要 求 的 两 线段 . 


命题 3 


始 冒 两 不 等 量 和 一 园 ， 则 可 作出 项 的 外 切 和 内 接 多 
边 形 ， 能 得 外 切 多 边 形 的 边 长 与 内 按 多 边 形 边 长 之 比 小 
FAK., MARZE. 


设 4、 互 表示 两 不 等 量 ， 且 A>B. 
二 求 得 两 线段 F. KL, F>KL, fÇEiB 
F O KL—<A: B C) [命题 2] 


和 


W LM 重 直 于 LK. E2 RK KEE KMF. 

W CE, DC k G, HII AXR AA PJ W 6 ë , SR ka dr f DOC, 
将 一 半角 再 平分 ， 如 此 继续 作 下 支 ， 我 们 将 得 到 一 个 和 角 (如 
ZNOC) 小 于 二 信人 LKM. 

连结 NC,， 它 将 是 圆 内 接 正 多 边 形 的 一 边 ， 设 OP 是 平分 
Z NOC 的 圆 的 半径 5 因此 它 在 互 点 垂直 平分 NC HRES P ÉS 
切线 与 OC. ON 分 别 相 变 于 S. T. 

因为 ZCON< 2ZLKM, 

ZHOC< Z LKM, 

且 在 点 {1 、 工 的 角 都 是 直角 ; 


所 以 MK : LK>> OC : OH 
> OP :OH. 
因此 ST : CN=< MK! LK 
< F: LK; 


所 议 ， 由 D, BA 
ST:CN<A:B. 
这 样 ， 得 到 的 硕 多 边 形 满 是 要 求 . 


命题 4 


给 定 两 不 等 量 和 一 个 该 形 ， 则 可 作出 遍 形 的 夫 切 名 
边 形 和 内 接 和 多边形， 使 得 外 切 咒 边 形 的 边 长 与 内 接 甸 边 
形 的 边 长 之 比 小 于 大 、 小 两 量 之 比 . 


[在 这 个 命题 中 , 求 得 的 “内 接 多 边 形 ” 是 以 限制 筷 形 的 两 半 
径 代 赫 两 边 ， 而 其 余 各 过 《由 作 图 ， 它 的 边 数 为 2 的 乘 方 } 所 对 
HERREG: 形成 的 “外 切 多 边 形 ” 是 由 半 行 于 内 接 多 边 形 
的 边 的 切线 和 限制 的 半径 构成 的 . ] 


@ “= 


— — Ja Í ÑW. 


在 此 . PIRETI LAAI E — T i 88 33 ñu fE. Ú DB S £ së 8 
H AER ERA COD 平分 , 然后 将 - 半 和 再 平分 , 如 此 继续 
F K. HEB Së SA MF E yE sa RM. 


命题 5 


给 定 一 蓝 和 两 个 不 等 量 ， 则 可 作出 贰 的 外 切 和 内 接 
多 边 形 ， 健 其 两 多 边 形 阅 积 之 比 小 于 大 、 小 两 是 之 比 ， 


设 ARRERA. B. CERERE, H BSC. 


B| c 
D 
E 
F 
KARSKA D. E. H D>E, E4 
D: E—<— B: C, [命题 2] 


BREZI ® 


EEU, E Wk pl Op, T E D ü K+ F. 

作 贺 的 外 切 、 内 接 多 边 形 如同 命题 3). HEIN S D É n 
ZW] T D: F. 

TEMS HEH- .次 比 小 于 D: F°. 

但 是 该 对 应 边 的 二 次 比 等 于 多 过 有 形 面积 之 比 ， 国 为 它们 是 相 
似 的 .5 

所 以 圆 外 切 狗 边 形 面积 与 内 接 多 边 形 面 积 之 比 小 于 D° : F° 
G D: E), BEK., Js+ B: C. 


命题 6 


“H, 给 定 两 个 不 等 量 和 一 个 山形 , 则 可 作出 相似 
的 扇形 的 外 切 、 内 接 多 边 静 ， 使 得 两 多 边 形 次 积 之 比 小 于 
KA. ARZE. 

很 清楚 , 给 定 一 器 或 一 扇形 ,及 一 个 诡 定 的 面积 , 则 
可 必 则 或 刻 形 的 内 接 还 多 边 形 , 并 使 其 边 数 不 断 增加 , 则 
可 得 噶 或 扇形 余下 的 曾 积 小 于 冶 定 的 面积 ， 这 是 在 [Eo- 
el. XE., 21 中 被 证 明了 的 . 

EPRE. 给 定 一 占 或 一 遍 形 ， 和 一 给 定 的 面积 ， 
则 可 从 一 关外 切 多 边 形 ， PARSMOS REZANE 
形 的 前 积 小 于 给 定 的 面积 ,” 


对 下 圆 ， 证明 如 下 [ 阿 基 米 德 说 ， 证 明 同 样 适 用 于 扇形 |]， 
设 4 是 给 定 的 图 ，B 是 纵 定 的 面积 . 
现在 ， 有 两 个 不 等 量 A 十 BB 和 有 A444， 如 在 [ 命 囊 5] 中 那样 ， 设 
圆 的 外 切 多 边 形 (O 和 内 接 多 边 形 (I, 使 得 
C: TIC (A + B>: A. 《1》 
B 3 UE Dr CC) 将 是 所 求 作 的 . 


@ zr 


因为 风 CD K F 21 36 CI). 


EE D, 更 有 
C: AC (A + By: A. 
因此 C< A+ B, 
或 C A< B. 


命题 7 


如 果 底 为 正 多 边 形 的 楼 锥 内 接 于 一 个 等 夺 圆 惟 [BD 
正 回 锥 3， 则 楼 锥 侧面 等 于 一 个 兰 角形， 该 三 角形 以 楼 锥 
底面 周 长 为 底 ， 以 从 顶点 到 谋面 一 边 的 硬 线 为 高 . 


因为 楼 锥 底面 的 边 都 相等 ,由 此 可 得 ， 队 顶点 到 所 有 边 的 恒 
线 也 都 相等 ， 该 命题 的 证 明 是 显然 的 ， 


命题 8 
如 果 一 他 楼 锥 外 切 于 一 个 等 帮 较 锥 ， 则 棱锥 的 例 和 面 


等 于 一 个 三 角形 , 该 三 角形 的 撒 等 于 和 棱锥 忘 面 的 周 长 ， 
ASTARIA. | 


棱锥 的 底 是 一 个 外 切 于 圆锥 底面 的 多 边 形 ， 连 结 男 锥 项 点 到 
BREIE - 边 的 切 点 的 直线 垂直 于 该 边 . 这 些 垂 线 是 区 锥 的 母线 , 它 
们 是 相等 的 ， 于 是 命题 得 证 . 


命题 9 


在 等 要 如 锥 做 如上 住 职 一流 ， 生 分 别 连 结 可 机 顶点 
与 弦 的 负 点 ， 这 样 构成 的 三 角形 小 于 从 次 点 所 作 的 两 线 
段 夫 得 为 锥 的 部 分 侧面 ， - - 


iz ABC K IB] St n he BL. O Æ RHE BU DR Ka. 

EBLE AB, Em OA. OB. $i ACB FRC, EH 
AC, BC, OC. 

那么 AOAC + AOBC > AOAB. 


设 前 两 个 二 角形 之 和 与 第 三 个 二 角形 的 差 等 于 D. 
那么 万 小 于 或 不 小 于 两 弓形 AEC, CFB 之 和 ， 
I. 设 也 不 小 于 两 号 形 AEC, CFB 之 和 . 
现在 有 两 个 面 : 

(1) 由 圆锥 部 分 侧面 OA4EC 与 弓形 AEC 构成 的 ; 


———— A 


@ GEX 


(2) lf E OAC. 
因为 两 而 有 相同 的 端 线 〈 即 - JH 6 OQ AC pA), JE Z BÚ j & 
的 面 大 于 被 世 含 的 后 者 的 库 . [假设 3k 4] 
因此 
(BL QAFEC) + (S AEC) > AOAC. 
类 似 地 
(WI OCFB 十 (弓形 CFB) > AOBC. 
及 因为 也 不 小 于 两 弓形 之 和 ， 两 式 相 加 ， 就 有 
(mI QAECFB) + D>. AOAC + OBC 
> AOQAR + D.H IE iZ. 
KM B ak D, RIRA T Pu aR. 
I. iD |JJT08 SJE AEC, CFB Z #n. 
如 果 现 在 我 们 平分 两 弧 AC. CB, Z W EEI W oE 2, Ae 
HDF. B mji AR F BJ Br = JÉ < i 3 D. [命题 6] 
设 这 些 弓 形 是 AGE, EHC, CKF, FLE., $t OE, OF. 


如 前 ， 有 
H OAGE) + (S Ë AGE) > MOAE 
各 (I| OEH + (=m JE EHC) > A“ OEC. 
所 以 《 面 OQACIICY+ (B E AGE,EHC) 
=> AQAE + AOEC 
> AOAC. 


类 亿 地, FT H OC, OB AMI CF B 所 围 成 的 圆锥 的 部 分 侧面 
JS 8 m EAR. 
于 是 相 加 ， 就 有 
(8 QAGEHCKFLR)+ (DB AGE,EHC,CKF.FLB) 
> AOAC + AOBC 
> AOAB + 也 ,由 假设 
IE, waj g > W T 站 于 是 便 得 出 所 需求 的 结果 . 
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命题 10 


在 等 藤 贺 锥 底 辆 所 在 的 平面 上 ， 若 图 的 两 切线 交 于 
一 点 , 且 分 别 连 结 跑 锥 项 点 与 交点 及 切 点 , 那么 由 所 连 线 
段 与 二 切线 所 成 两 主角 形 之 和 大 于 跟 锥 被 转 的 部 分 全 
s. 


设 ABC 是 辆 锥 的 底 圆 , ORARIA. AD. BD 是 圆 的 两 
条 切线 ， 且 相交 于 DD. 连结 OQA, OB AOD. 

过 弧 AB 的 中 点 局 人 必 图 的 切线 ECF， 于 是 它 平行 于 AB. PE 
# OE, OF. 

那么 ED + DF > EF. 

将 AF-4 FB 吉 到 式 子 两 边 、 就 有 

AD + DR > AE + EF + FB. 

H T OA, OC, OB 是 圆锥 的 母线 ,因而 都 相等 且 它 们 分 列 
EEFE A, CHB EHDE. 

由 此 得 出 

AQAD + AODB > AOAE + AOEF + AOFB. 
i 
(AOAD + AODB) — (ADAE + AQEF + AOFB) = G. 

设 圆 与 切线 围 成 的 两 面 EAHC, FCKB 之 和 为 上 , 那么 全 小 
于 或 不 小 于 L. 

L. & G AN T L. 

现在 有 了 两 个 面 ， 

G) ORMA, 以 AEFB 为 底 的 棱锥 ， 除去 OAB 面 外 的 
其 余 锥 面 ; 

(2) 由 圆锥 部 分 侧面 0ABC 和 弓形 ACR 构成 . 

这 两 个 面 有 相同 的 钱 界 , 即 三 角形 OAB 的 周边 . 因为 前 者 包 
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G 
会 后 者 ， 于 是 前 者 较 大 . [假设 4] 
即 取 掉 面 OA B 的 棱锥 的 而 大 于 面 OACB 与 弓形 4C 之 和 . 
我 们 有 
AOAE + AOEF + AOFB + L. > BI QAHCKEB. 
3 G A ¿IF L. 
因此 
AQAE + AOEF + AOFRB + G > m OAHCKB, 
X h E iz 
AQOAE + AOEF + AOFB + G = AQAD + AODB. 
所 以 


AOAD + AODB > I OAHCKB. 

I. RGE L. 

如 果 平 分 弧 AC,CB, 且 过 每 个 中 点 作 切 线 , A a E 3 
再 于 分 ， 且 过 每 一 分 点 表 作 切线 ， 如 此 继续 作 下 去 ， 直 到 最 后 将 
得 到 一 个 名 边 形 ， 使 得 凶 边 形 的 边 和 弓形 弧 之 间 的 面 小 于 忆 . 

H5 FAN EHE 4PQRSB Z BI BU BI M. Et OF, OQ 
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mai A 
AQARF + AOEF + AOFB > AQAP + AOPQ 
+ = + AOSB. 
也 如 前 ， 


(BS H OQ AB 外 的 棱锥 OAPQRSB 的 面 ) 

> (lš šB y Bj ii] DABC) + OCE OACB). 
M. FOP ba s E OACB， 就 有 
ADAP + AOPQ +- + M > B] 8k Sg 2 OABC. 
H B 
AOAE + AOEF + AOFB + G = AQAD + AODB. 
因此 ， 更 有 

AQAD + AODB > 圆 维 部 分 侧面 OA BC. 


命题 11 


如 果 用 平行 于 覃 圆柱 汐 轴 的 平面 截 圆柱， 那么 截 乱 
葬 柱 部 分 仙 面 大 于 稚 得 如 柱 内 的 平行 四 边 形 .。 


命题 12 
过 直 枉 柱 两 条 母线 端 成 引 各 自 所 在 底 圈 的 切线 ， 如 


果 切 线 相交 ， 那 么 由 每 一 母线 和 相应 的 切线 分 别 构 威 的 
黄 算 形 之 和 大 于 包含 在 两 母线 间 的 回 柱 部 分 作画 . 


[这 上 丁 个 命题 的 证 明 可 分 别 依照 命题 9. 10 的 方法 ， 欠 而 ， 再 
证 它们 就 不 必 和 去 了 了. 


O Ear 


“从 已 证 明 的 性 质 ， 显 然 朋 : (1) 如 果 一 个 棱柱 内 接 于 一 个 直 
BHE. jJ Z b EE MDA JV TEE ID ei (2》 如 果 个 棱柱 外 切 
FAHA, I4 B EER M EK R e. ” 


命题 13 


直 阅 柱 的 侧面 等 于 以 底 贺喜 径 和 国 柱 高 的 比例 中 项 
PRHA. 


REH AJ K til 4. fE CD 等 于 同 的 直径 , A EF SE T Bl i 


E H SCD. EF 的 比例 中 项 ，B EFT F H WB. 
L 


— 


N E F 


o z 


那么 圆 BB 将 等 十 圆柱 的 侧面 5. 

否则 ，B 必 大 于 S ÑA B JF S. 

I. 假设 BZS. 

UER R 的 外 切 多 边 形 和 内 接 多 边 形 , JL DE 2 t. 
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了 0 


小 于 .9 : B. 
假设 上 述 几 以 作 出 ,又 在 圆 4 LERTA BR Sh EE 
外 切 密 边 形 ， 然 后 在 其 上 竖立 一 个 与 圆柱 同 高 的 棱柱 ， 那 么 此 楼 
柱 外 切 于 圆柱 . 
W 3 Ë T CD 的 天 六 和 重 直 于 EF 的 FFL 都 等 于 图 A >F UJ £ 
边 形 的 周 攻 .平分 CD J M, #4 MK. 
+ E: AKDM= B| A 外 切 多 边 形 . 
也 有 Mi EI 二 棱柱 的 侧面 
延长 FE 到 NN， 使 得 FE 二 EN， 连结 NL. 
六 关于 图 A. B 的 两 外 切 根 似 多 边 形 之 比 等 于 圆 A. B 半径 的 
ZKE. 
这 样 . 就 有 
AKDM : (B 的 外 切 凶 边 形 )== ME: JP 
— MD: : CD + EF 
= MD: NF 
= AKDM : ALEN 
[因为 DK = FL]. 
所 以 (CB 的 外 切 多 边 形 ) 二 ALEN 
= BJ EF 
= (A F B HEB Srt H HEMD). 
BEGR SMIRE): (EARS) =< S : P. 
所 以 
CA 上 上 圆柱 的 外 切 棱柱 侧面 ) ，( 刀 内 接 多 边 形 ) < S : B. 
交换 两 内 项 ， 亦 有 
CA 上 圆柱 的 外 切 楼 柱 全 而) : S — (5 ARREA) : H. 
这 是 不 可 能 的 , 因为 棱柱 侧面 大 于 上 ,而 召 内 接 多 按 形 小 
T B. 
所 以 B =S. 
.假设 RBR>S. 
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e zum E 


HA ERS, Di F2£32. H 
(B 3F3J£ 3338) : (号 内 接客 边 形 ) =< B : S. 
ER A EAH IB B W EI EM K £ U E, Si fE 3 F. 
竖立 -一 个 与 圆柱 同 商 的 接 柱 ， 
如 前 ， 六 设 已 作 芍 DK. FL W 3 TIM 4 内 接 多 边 形 的 周 长 . 
那么 、 就 有 
AKDM > (A 内 接 多 边 形 ) 
[因为 从 阅 心 到 才 边 形 -- 边 的 垂 钱 小 于 4 的 半径 . ] 
也 有 入 LFN = Mi EL = (Bs: BS MJ). 
现在 
(有 4 内 接 多 边 形 》;: (B 内 接 多 边 形 ) 一 MPY: H: 
= AKDM : ALEN ,如 前. 
Hl AKDM> (A AEZH). 
所 以 
ALEN 或 者 (棱柱 的 侧面 > (B ARZAK). 
伍 是 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 
(HB DEWE): (B NIR) B: S, 
< (b U£): 5， 
于 是 (B 内 接 多 边 形 ) >S 
盖 〈 棱 柱 的 出面 ). 
因此 BB 即 不 大 于 又 不 小 十 S$S， 于 是 


HB =. 
命题 14 


等 沪 说 镍 侧面 等 于 一 圈 ， 该 辐 半 径 是 策 锥 母线 与 底 
面 半径 的 比例 中 项 . 


16 


E08 © 


iz|W a 是 圆锥 的 底 , E C 等 于 该 贺 的 半径 , D 3 J B E B9 BF 
Ro MRE EC, Do tep tM. 


O 


D 

UE 为 半径 的 圆 B. 

那么 辆 妃 将 等 于 图 能 的 侧面 S. 

否则 ，B 必 太 十 或 小 于 S. 

1. Ri BZS. 

作 贺 S HESE., E J RODA B ARSA 
É. 县 使 其 前 、 后 两 笋 边 形 之 比 小 于 4 : B. 

LEM 4 的 与 其 相似 的 外 切 客 按 形 , 并 在 它 上 建立 一 个 与 各 
锥 有 同一 项 点 的 棱 钴 

FE CA WSR ENJE): CB ASEE) 


= C" š E? 

一 人 : J) 

= (A WI IERE) : (楼 锥 的 侧面 ). 
所 以 

(棱锥 的 侧面 ) = CB 的 外 切 多 边 形 ). 
出 于 

(B 的 外 切 密 边 形 ) : (B PJI S E) < S + B, 

所 以 


〈 楼 锥 的 侧面 :〈 吕 的 内 接 多 边 形 ) < 5 : B. 
这 是 不 可 能 的 ， 因 为 楼 锥 的 侧面 大 于 S、， 而 B 的 内 接 多 边 形 小 
17 
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FR. 
IN H; BES. 
T .假设 pos. 
ej £ u i yu] SED. Pik F B] B. fE H. $ uM Z k j F 
H : S. 
在 圆 4 q fE — + t5 || A 8 # OE MI) a A E 22 u 5. H 
E ABARRE REY AAA T F| — I a É Be BE. 
+ E 
CA KAE £ h W): (BR ARZUW) C: : E 
— CÇ : D 
> CAB) J 6 £ a BZ) : tE R i Eo. 
k ht R REI. N C Lj D Z KTA A WEGA 3 2 WE b) 38 
£ tj A |Ë #E TA i E £H ë Sp— 1 ER 2 E. 
所 以 (楼 锥 的 侧 而 ) = (8 的 内 接 多 边 形 ). 
但 是 
CB RSNI EWIE): (B 的 内 接 多 边 形 )< B: S. 
于 是 就 有 
CB 的 外 急 多 边 形 ): (棱锥 的 和 侧面) Bo S. 
这 是 不 可 能 的 . 
因为 吕 丰 大于 也 不 小 于 号 ， 所 由 
B=. 


命题 15 


等 赚 煞 锥 的 侧 茄 与 它 的 底 之 比 等 于 购 锥 的 母线 与 其 
58822 2 tt. 


由 命题 14, [DM ED hi % T A AE Eb £ E [B| ` £ ñ Le Pil +H hš 
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Ei 


为 半径 的 圆 . 
Hie. 因为 两 圆 之 比 等 于 它们 半径 的 二 次 比 , To Gr BB tuk. 


命题 16 


若 以 平行 于 等 萎 贺 锥 底 的 平面 截 圆锥 ， 那 么 在 两 平 
行 平面 之 间 贺 容 的 部 分 侧面 等 于 一 个 以 《1) 与 (2) 的 比 
例 中 项 为 半径 的 园 ， 其 中 1) 为 被 两 平行 平 曾 截 得 的 个 
锥 部 分 母线 ，(2) 为 两 平行 平面 内 圆 的 半径 之 和 和 . 


Ë OAB 是 一 个 通过 圆锥 轴 的 三 角形 ,DE 是 它 与 平行 于 底面 
的 平面 的 交 线 ， 且 OFC 是 圆锥 的 轴 ， 


W B. HH OAB 的 侧面 等 十 以 

VOA e AC H -F fk H A. 1 命题 14) 
XE, A ODE 的 侧面 等 于 

VOD + DF 为 半径 的 图 . D E 
昌平 截 涉 体 的 侧面 等 于 两 贺 之 

X. À € B 
现在 

QA + AC — OD + DF — DA < AC + OD + AC — OD + DP. 

但 屁 OD AC = OA + DF, 

因为 OA: AC = OD: DF. 
因此 ， 


OA AC — OD : DF= DA + AC + PA + DF 
= DA + (AC + DEF). 
因 两 贺 之 比 等 于 它们 半径 的 二 次 比 ， 由 此 推出 分 别 以 
VÖA AC、wOD，DF 为 半径 的 两 加 之 差 等 于 以 
ZDA + (AC + DF) 为 半径 的 圆 . 


19 


所 以 平 堆 头 体 的 侧面 就 等 于 以 DA. CAC | DF) ki 
BJ Bl. 


引 理 


1. 等 高 锚 锥 之 比 等 于 它们 两 底 之 比 ; 又 有 等 底 贺 锥 
之 比 等 于 它们 两 高 之 比 . 

2. 如 果 一 个 较 柱 被 平行 于 它 的 底 的 平面 所 截 ， 那 么 
两 辆 柱 之 比 等 于 它们 两 轴 之 比 ， 

3. 有 同 底 的 两 圆锥 之 比 等 于 其 底 上 有 等 高 的 两 立柱 
之 比 . 

4. 也 有 ,等 国 锥 的 底 与 高 成 反比 例 ; 叉 若 两 狗 锥 的 底 
与 高 成 反比 例 ， 则 黄 国 锥 相等 . 

5. 腊 的 直径 与 轴 有 同比 的 两 贺 锥 之 比 等 于 它们 直径 
的 三 次 比 . 


所 有 这 些 命题 已 在 早期 的 几何 中 被 证 明了 . ' 
命题 17 


车 存 两 个 等 名 圆锥 、 其 第 一 个 的 侧 表 等 于 另 一 个 的 
底 ， 从 第 一 个 罗 锥 谍 的 中 心 到 其 母线 的 奏 线 等 于 另 一 图 
锥 的 高 ， 由 两 区 锥 相等 . 


ROAR, DEF 分 别 是 通过 两 圆锥 轴 的 三 角形 . C. GAE 
两 底 的 中 心 , GH EMA CG FADAR: PRAHE OAB KIEN 
于 圆锥 DEF 的 人 出面， 又 OC 一 GH. 
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B 
因为 DAB 的 底 等 于 DEF 的 侧面 ， 于 是 
《圆锥 0AB 的 底 ) : (H DEF WR) 
= (ME DEF 的 侧面 ) : CE) SE DEF 的 底 ) 


= DF: FG [命题 15] 
一 DG GH 出 相似 三 第 形 性 质 ， 
= DG : OC, 
FELL. WEERKEREN EA. MA EA [ 引 理 4] 
命题 18 


由 两 个 等 习 圈 锥 组 成 的 立体 扇 囊 形 等 于 一 个 圈 锥 ， 
该 辆 锥 的 底 等 于 合成 立体 扇 问 形 的 两 国 锥 之 一 的 侧 暂 ， 
它 的 高 等 于 从 第 二 个 园 锥 的 顶点 到 第 一 轿 锥 全 线 的 关 
线 . 


RAEE 0ABD 是 由 有 共同 诡 且 顶点 为 0 与 DD 的 两 加 锥 组 
Bo HEREA AB 为 直径 的 图 . 

É FHK 是 另 一 图 锥 ， 其 底 等 于 圆锥 OAB 的 侧面 ， 它 的 高 
FG 等 十 从 DI OE BJ E 9 DE. 

A. Bj FHK 38 F M 2 JÉ. 
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ka 


N 
ER TEHE LMA, 司 其 底 等 于 圆锥 人 4 瑟 的 底 (UL MN JN 
直径 的 圆 )， 它 的 高 工 疡 等 本 OD. 
天 为 LP = OD, 
LP CD — OD : CD. 


但 是 
OD : CD = (AAE OADE) : (W DAB), [3141] 
x LP : CD — (H# LMN): (Mi DAB), 
由 此 得 出 


AAE 0ADB) 二 (圆锥 LMN). (1) 
又 因为 AR=MN, DE 
(COAR 的 侧面 二 (FHK 的 底 )， 
(FHK 的 底 ) : (LMN WIK) 
= (QAB BJ MI) : (OAB 的 底 ) 
= ORB: BC -命题 15] 
一 OD: DE 因 两 二 角形 相似 ， 
= LP: FG, 由 假设 . 
于 是 ， 在 两 圆锥 FHK. LMN 中 ， 它 们 的 底 与 高 成 反比 例 ， 
所 以 是 贺 锥 FHK、LMN 相等 ， 
t D. wA DE FHK 等 于 给 定 的 立体 山芋 形 . 
22 


ERR ` @ 


命题 19 


如 果 以 平行 于 等 厦 阅 锥 虞 商 的 平面 截 圈 锥 ， 上 且 在 所 
得 出 的 圆 形 蕉 马上 作 一 个 以 原画 锥 底 的 中 心 为 项 点 的 图 
锥 , 如 果 从 原 久 锥 中 取 掉 如 前 所 述 的 遍 节 形 , 则 所 余部 分 
等 于 一 个 婴 锥 ， 该 贺 锥 的 底 等 于 原 贺 锥 夹 在 平行 平 茵 间 
的 部 分 侧面 ， 它 的 高 等 于 以 原 圆 锥 底 的 中 心 向 母线 所 作 
MER, 


RRA OAR 被 平行 于 底 的 平面 截 得 以 DE 138 B £S BJ Rj. C 
` EARE ho, HI C Minh s P, DE 为 直径 的 圆 作 底 作 一 个 贺 
W, TEC HEH ODE 组 成 为 扁 艺 形 O DCE. 

RTEA FCH ,使 其 底 等 于 平头 截 体 DABE FJ MH, E R 
高 等 于 从 CC 到 AO ñ) 328 CK. 

那么 该 圆锥 和 将 等 于 圆锥 OAB Ej pa 22 JE ODCE HE. 

(1) 作 - 一 圆锥 LMN. 使 其 底 等 于 圆锥 OAR 的 侧面 ， 其 高 等 


TCK; 


(2) 作 一 图 锥 PRAR， 使 共 底 等 于 圆锥 ODE 的 出身 ， 上 其 高 等 
+ CK. 
因为 圆锥 OAB 的 侧面 等 于 圆锥 ODE 的 侧面 与 平头 截 体 
DABE 侧 而 之 和 ， 由 假设 ， 我 们 有 
CMN IRO = (FEGH WI) + (POR WR), 
又 因为 三 个 圆锥 的 高 都 相等 ， 所 以 
(RH LMN) = (IE FGH) + (圆锥 POR). 


但 是 ， 圆 锥 LMN 等 于 圆锥 OAB， [命题 17 ] 
AE POR S Tia OD E. [命题 18] 
所 以 


(圆锥 OAB) 一 (圆锥 FCH) + Oa $6 DCE)， 
于 旦 命题 得 到 证 明 -. 


命题 20 


若 构 成 一 个 席 萎 形 的 商 个 等 边 圈 锥 之 一 被 平行 于 底 
的 平面 所 截 ， 且 在 所 得 到 的 圆 形 截 口上 作 一 个 与 第 二 个 
阅 锥 间 顶 点 的 图 锥 ， 如 果 从 诛 扁 邯 形 中 取 掉 所 得 到 的 由 
ZE., 则 所 余部 分 将 等 于 一 个 圈 锥 , 该 贺 锥 的 底 等 于 第 一 
个 圈 锥 夹 在 两 平行 平面 之 则 的 部 分 侧 商 ， 其 高 等 于 从 第 
二 个 车 锥 项 点 到 第 一 个 图 锥 母线 的 答 线 ， 


设 扁 凌 形 是 OACB， 又 设 圆锥 OAB W E T T I BD Y IB 88 8 
-个 以 瑟 尼 为 直径 的 园 ， 以 该 加 为 底 以 上 为 项 点 作 - 较 锥 ， 该 加 
EU ODE FJ R -— T B 3 82 ODCE. 
作 -DEE FGH, ERES TELBA DABE 的 侧面 , 其 高 
s TE C ZJ OA RER CK. 
KA., ME FGH 将 等 于 阿 扁 羔 形 OACB 与 ODCE 2 2. 
(1 和 作 - 一 个 圆锥 LMN ,使 其 诡 等 于 OAB 的 侧面 ,其 高 等 于 
24 
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- 


CK; 
(OHE 一 个 圆锥 PQR ,使 其 底 等 于 OPE 的 侧 而 ,其 高 等 于 CK. 
因为 OAB 的 侧面 等 于 O DE Bñ W| T FARI DABE 的 侧 
面 之 各 .由 假设 ， 我 们 有 
UMN 的 底 ) = (POR BJ O) 十 (FGH WES), 
又 三 个 圆锥 的 高 都 相等 ， 
所 以 (CHH LMN) = (EE PQR + (圆锥 FG), 
但 是 , 圆锥 LMN SET BA 38 JÉ OACB, 圆锥 POR 2 pú 3 JÉ 


ODCE. [命题 18] 
He, HE FGH S$ Y B mE OACB 与 ODCE Z 3. 
命题 21 


一 个 内 接 于 贸 的 边 为 假 数 的 正 多 边 形 ABCA 0 
BA, BES AME- TEET, WRAGEDD i ss 
， 以 及 连结 平行 于 BS 的 巡 对 角 点 的 直线 CC ， DD, 
* y 那么 ' : 
BB 十 CC 十 …) : AN=AB: BA. | 
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O JEKEZE 


设 BE, CC, DD, Z AATF, G, H, o X Ym] 
结 CB, DC, R AAT K, Le. 


显然 ，CB ，PC"，… 匡 相 平行 且 平行 于 AB. 
因此 、 由 相似 三 角形 ， 就 有 
BF : FA=B'F:FK 
= CG : GK 
= CG: GL 


= E'I: IA', 

且 所 有 前 项 和 后 项 分 别 求 和 ， 我 们 就 有 
(BB' + CC + =.) AA'= BF: FA 
= A'B: BA. 


命题 22 


-IEDEREEN LAL' :县 使 竺 除 底 边 外 其 作 
边 数 为 忽 数 自 都 相等 ， 如 图 LKA KL, A T Bas 
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中 点 ， 如果 连结 平行 于 LL 的 作对 角 点 的 直线 BB' cC', 
e., EHIZA 

O (BE FOC + LM) FAMA BBA, . 
其 中 M 是 £5 的 中 点 ，AA' 是 过 M 的 直径 . 


如 同上 一 个 命题 ,连接 CB ，PC' ，… 工 六 ， 傻 设 它们 与 AM 
相交 于 P. Q, R; BB', CC, 天 天 ' 交 AM T F, G, |, H. 
电 相 似 三 角形 ， 我 们 有 

BF: FA= B'F : FP 
= CG : PG 
— C'G : CQ 


= LM: RM, 
且 所 有 前 项 和 后 项 分 别 求 和 ， 我 们 得 到 
(BB' 十 CC + ee + LM): AM= BF: FA 
= A'B : BA. 
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命题 23 


球 而 大 于 由 内 接 于 大 阅 的 正 多 边 形 毁 其 直径 旋转 所 
成 体 的 而 


形 妹 的 一 全 大 加 ABC... ARER CAR -个 边 数 为 4 的 税 数 
HEEE. GAAN, MM' 蚌 交 成 直角 的 直径 ， 连结 多 边 形 相 对 
的 角 点 ， 


于 是 ， 若 多 迪 形 和 大圆 绕 直 径 44- -起 旋转 ， 那 么 除 A. A 
外 ,多边 形 的 角 点 将 画 出 球面 上 的 圆 ,并且 与 直径 AA R WB. 
其 密 边 形 的 过 将 画 出 部 分 甸 锥 面 , 例如 BC 将 画 出 部 分 辐 锥 的 面 ， 
该 圆锥 的 底 是 以 CC 为 直径 的 圆 ， 它 的 顶点 是 5 吾 , C' B'I 8 £ 
AA BZH. 

比较 半球 MAMA R £ 1 JE ke 25 Ph B B JE th A T `É pR 
MANM'BJ3K — E, RAPERA IK Ft k, pq Të sd JE W G 8 Ja] --- 
界 于 - F m rh (U MM 为 直径 的 圆 )， 前 - :曲面 完全 包 合 后 者 ， 
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FUE flap EO [8] — j tn. 

所 以 由 [假设 4]， 半 球面 大 于 被 包含 图 形 的 面 : 此 结果 对 另 
一 半 图 形 也 是 成 并 的 . 

内 此 ,球面 大 于 其 上 和 多边形 旋转 所 得 的 曲面 ， 这 多 边 形 内 接 
于 球 的 大 圆 ， 而 生 旋 转 指 娆 大 图 的 直径 ， 


命题 24 


设 其 边 数 为 4 的 倍数 的 焉 多边 形 AS eA B A 内 接 
于 球 的 一 个 大 个, 若 连 结 BB8' ,以 及 连结 其 安平 行 于 BB' 
的 逐 对 角 上 成 的 直线 ,那么 多 边 形 绕 走 径 AA 旋转 所 竹内 接 
于 球 的 图 形 的 王 等 于 一 个 角 ， 以 该 角 半 径 为 边 的 正方 形 
EFESE ` ` 


BABB 十 CC 十 


图 形 的 面 是 由 不 同 的 圆锥 部 分 伽 面 所 组 成 . 
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@ 后 昔 关 万 示人 


A 


ARS ASB RARS- - 圆 ， 六 加 的 半径 是 /84 ° Bb’. 


es 14] 
平 截 头 体 BPB 'C'C 的 侧面 等 于 一 圆 ， 该 圆 的 半径 是 


Jec- Ler + Ce) gg. [命题 16] 


因为 B4 一 8 一 …， 由 此 推 得 种 个 面 等 于 一 个 圆 ， 该 阐 半 径 
等 于 


vBA(BB + CE -+ ie -+ MM + -+ YY’. 
命题 25 


如 在 土 述 命 征 中 那样 ， 内 接 于 一 际 的 由 部 分 圈 锥 商 
组 成 的 图 形 的 而 小 于 球 中 大 嘲 的 4 售 ， 


H ARGA B'A 是 内 接 于 大 圆 的 千 多 边 上 形 ， 其 边 数 为 4 的 
倍数 ， 
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sm @ 


如 前 ， 连 和 对 的 角 点 BB', B CC s YY 平行 于 BD. 
设 尺 是 一 园 ， 其 圆 的 半 答 的 平方 等 于 
AB(BB' 十 CC 二 十 YY')， 


于 是 内 接 于 球 的 图 形 的 面 等 于 R. [命题 24] 
因为 
(BB! + CU por + YY') AA = A'B: AB. 
. [命题 21] 
因此 ABCBB’ + CC 十 + YY) = AA' + A'B. 
于 是 (R 的 半径 = AA -A'B 
< AA”, 
BF CA q 22 BJ E JE Bj E Pk B) R JT 4 BBS AMA M'. 
命题 26 


0838099 ROSE ik RS — Ti, G 
锥 的 底 是 一 个 图, 它 等 于 内 接 于 球 的 图 形 的 兽 , 该 锥 的 高 
等 于 从 球 心 到 多 边 形 的 边 所 帮 的 三 线 - 


假设 ， 如 前 AB A- e B'A R ET KI F £UJ E. Él 
BEB! ; Ce" ee 

以 口 为 顶点 作 圆 锥 ,这些 圆锥 的 底 是 垂 真 于 44 的 平面 上 以 
BH ，CC ，… 为 直径 的 图 . 

由 于 OBAB' 是 一 个 立体 息 姜 形 , 它 的 体积 等 于 一 个 圆 欠 ， 该 
圆锥 的 底 等 于 圆锥 ARR AWA. 它 的 高 等 于 从 口 到 AB 所 作 的 
P [命题 8]， 设 冬 线 长 是 p. 

W CB. CB'iRSE T T, WAZA BOC 绕 A4' 旋 转 的 部 分 
立体 图 形 等 于 扁 萎 形 OCTC' 和 OBTB'’ 之 间 的 凑 ， 即 等 于 其 底 等 
于 平 截 头 体 BB8'CC' 的 侧面 ， 其 高 是 p PJU. [命题 20] 
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以 这 个 方法 进行 下 去 ， 央 为 这 些 等 高 圆锥 和 后 此 为 其 底 ， 将 它 
们 相 加 ， 我 们 就 证 明了 旋转 体 的 体积 等 于 -ARAS p BRAW, 
该 圆锥 的 底 等 于 圆锥 BAB, PRLI BB'CC 等 面 之 和 ， 即 旋转 
体 的 体积 等 于 其 高 为 户 底 等 于 立体 而 的 呵 锥 . 


命题 27 


如 前 所 述 的 内 接手 际 的 画 形 小 于 4 倍 的 圆锥 ， 该 图 
锥 的 底 等 于 标的 大 国 ， 其 高 等 于 球 的 半径 . 


Hi [命题 261 立体 图 形 的 体积 等 于 一个 圆锥 愉 ， 该 圆锥 的 底 
等 于 立体 图 形 的 面 、 它 葛 高 旦 从 如 到 霓 边 形 任 一 边 作 王 线 的 年 线 
长 >. 

取 一 个 其 底 等 于 大 圆 、 其 高 为 款 的 半径 的 国 锥 S. 

因为 内 接 的 立体 的 面 小 于 4 售 的 大 若 [ 命 题 25], FRE R 
的 底 小 于 4 AAE S 的 底 . 

又 尺 的 出 户 小 下 5S 的 高 . 

32 


所 以 RR 的 体积 小 于 4 售 S 的 体积 ， 于 是 命题 得 证 . 


命题 28 


设 一 个 边 数 为 4 的 倍数 的 正 儿 边 形 4B…A'…B' 有 4 PEH] T D, 
知 球 的 一 个 大 图 ， 叉 在 多 边 形 外 围 作 另 一 加 ， 它 上 与 球 的 大 圆 有 了 同 
一 个 中 心 。 设 44' y£ HE, Baspa, z. 


如 果 大 圆 和 外 切 和 多边 形 绕 44' 一 起 旋转 ,那么 大 圆 画 出 一 个 
球面 ， 除 马 ，A' 外 多 边 形 的 角 点 将 绕 大 球面 运动 ， 多 边 形 的 边 与 
里 而 球 的 大 圆 的 切 点 将 画册 该 球 的 图 ， 该 圆 的 面 和 七 直 于 AA, £ 
边 暴 的 边 将 画 出 部 分 阅 锥 面 ， 那 么 


外 切 于 妹 的 图 形 的 面 将 大 于 球面. 


设 任 一 过 BM HEDI F K, KRS p'A' 的 切 点 . 
屠 么 下 KK' 绕 4A' 旋 转 通 出 的 圆 在 一 个 平 效 上 是 两 个 面 的 边 
界 : 
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EL 


(1) H BD 3 Ku 天 旋转 形成 的 面 ; 

(2) URA EAE KB+. Arti K' 8 PEIE BR. EE. 

现在 ,第 JS Uu P tu q 3 — EL, HTM A pA H. 

PHH ita 第 二 个 面 大于 第 AM. 

同样 以 天 瓜 ' 为 直径 的 圆 的 另 . - 侧 上 的 部 分 夯 也 是 正确 的 . 

罗 此 ， 珊 部 分 相册 ， 我 们 看 到 外 切 于 蕊 知 球 的 图 形 的 面 大 于 
球面 . 


命题 29 


如 上 述 定 题 所 示 的 球 的 外 协 图 形 ， 其 面积 等 于 一 菇 ， 
该 匀 半 径 上 的 正方 形 等 于 ABB 二 CC 十 …). 


由 于 球 欧 外 切 图 形 内 接 于 -个 更 大 的 球 中 ,可 应 儿 命 题 24 的 
WEH. 


命题 30 


如 前 所 东 ， 关 于 一 个 球 的 外 切 图 形 的 面 大 于 球 的 大 
8969 4 tS- 


设 有 4n 按 的 正和 多边 形 ABA B AR AA WER BL H UJ F 
E ABS ama m BJ PR. Hik ad, AA E AA E. 
RA R 等 手 外 切 体 的 面 . 
现在 
(BBE + CC + =); AA' = A'B: BA [如 同 命题 21]， 
Ff E 
ARBE + CC p o) = AA' + A'B. 
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因此 (R 的 半径 ) 二 VAA GAB [命题 29] 
> A'B, 
但 是 A B=20F, P E. AB 与 加 ama m HIA. 
Er 2 (R 的 半径 } > (Bj amam 的 直径 )， 
这 里 丸 ， 当 热 还 有 外 切 体 的 面 ， 大 于 已 知 球 的 大 图 的 4 倍 . 
命题 31 


如 戎 所 述 的 隶 的 外 急 许 转 体 等 于 一 个 锥 ， WENE 
等 于 几 转 体 的 面 、 其 高 等 于 球 移 兴 径 .、 C 


如 前 所 述 的 旋转 体 包 含 于 :个 大 球 中 ,又 因为 到 旋转 的 多 边 
形 竹 一 边 的 垂 线 长 等 于 里 曾 球 的 半径 ,于 是 该 命题 与 命题 26 相同 . 
推论 ”对 于 较 小 的 球 的 外 切 体 大 于 4 倍 的 一 个 锥 ， 该 锥 的 底 
是 球 的 一 个 大 圆 ， 其 高 等 于 球 的 半径 . 
因为 立 体 的 面 大 于 4 倍 里 面 球 的 大 圆 { 命题 39], 于 是 其 底 等 
35 


O EXER. 


Joy ikay. MA E FR DU E feig A F aj r5 ATAA E A JK HS Il 
Wi a t AL] 
IE. FE B. 立体 的 体 税 大 于 宇和 搞 后 过 的 圆锥 . 


命题 32 


如 果 一 个 4n 边 的 正 多 边 形 内 接手 一 球 的 一 个 大 贺 . 
iabea -…b'a, 且 一 相似 的 多 边 形 ABe A eB A SHF 
此 大 图 ,如 果 这 两 个 多 边 形 随 大 回 分 别 绕 直 径 ar. AA WE 
转 ， 以 使 短 它 们 依次 描 出 内 接 于 球 和 四 切 于 球 的 立体 图 
Fe. BA 

(DO 外 切 和 内 接 图 形 商 的 比 是 它们 边 的 一 次 比 ; 

(2) 它们 的 图 形 《 即 它们 的 体积 之 比 } 是 它们 边 的 三 
次 比 . 


(1) B AA, uaa' 在 同一 直线 上 ， E MmOm M RAPHE 
1128 8 B f. 
Ei HBP. CC, e Abb, c. se, BID EET H FÍF 
于 MM', 
假设 R. S 是 圆 且 使 得 
R= HERE), 


人 SS 一 《内 接 体 的 面 ). 
TWH (RER ABEB 十 CC 十 …)， [命题 29] 
(S 的 半径 12= ab(bb' 十 ce’ + +). [命题 24] 


勾 因 为 两 多 边 形 相似 ,所 以 这 两 个 等 式 中 的 矩形 也 是 相似 的 ， 
且 有 比 为 
AB: : ab, 
因此 
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-到 天 人 人 /人 


〈 外 切 体 的 面 ) : (内 接 体 的 面 ) = AB? ab; 
(2) 取 一 个 甚 底 为 图 尺 、 其 高 等 于 Oa KARV 和 其 底 为 圆 
sS. RATA O Fj ab HERETER 户 的 圆锥 W. 
而 及 Y、 下 分 别 等 于 外 切 和 内 接 图 形 的 体积 [ey ER 31, 26J 
因为 两 多 边 形 相似 ， 于 是 
AB: ab= Oa: p 
二 《圆锥 上 的 高 ):【( 圆 锥 下 的 高 )， 
艾 如 上 所 证 ， 两 圆锥 的 底 【〈 即 圆 尺 、35)》 的 比 是 4 对 ab 的 比 . 


所 以 V : W = AB:' ab. 
命题 33 
任 一 球 商 等 于 它 的 大 困 的 4 倍 . 


WB C 等 于 4 人 悦 的 大 图. 
O C 不 等 于 球 而 ， 那 么 它 必 须 小 于 或 大 于 球面 ， 
I. BiR C 小 于 球面 . 
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@ TEKERTE. 


于 是 可 求 两 个 线段 8、y>， 其 中 器 是 较 太 的 ， 忆 使 得 
B: y< (球面) :人 C. [命题 2] 
取 线 段 3 为 By 的 比例 中 项 . 
假设 外 切 和 内 接 于 大 圆 的 边 数 为 da 的 两 相似 多 边 形 的 边 之 
EFES [命题 3] 


设 两 要 边 形 和 圆 绕 共 同 的 直径 - :起 旋转 ， 于 是 画 出 如 前 面 命 
题 中 的 各 旋转 体 ， 
因此 (外 切 体 的 面 :内 接 体 的 面 》 
= (#FUJIK 003202 : (ARD [命题 321 
< 8: 65 skt B: y 
< GRED: C, 册 前 结论 . 
但 是 这 是 不 可 能 的 . 因为 外 切 体 的 面 大 于 球面 [命题 28], 而 
ARE BJ O JF C [命题 251. 
Br PL C AT RH. 
1. 假设 C ATEB. 
取 线 段 B、y， 其 中 有 是 较 大 者 ， 且 使 得 
Biya C: CPRIBI2, 
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JEER I @ 

AE ATRA ARR 2F4]. AMEIDE. 使 得 它们 的 边 
ZE TË: ó RES] ALOR A K ETER 05 p be eik. 

在 此 情况 下 ， 

(SF ERE): (内 接 体 的 面 ) < C : 球面 *. 

但 是 这 是 不 可 能 的 , 因为 外 切 体 的 面 太 于 忆 [ 命 题 30], 而 内 
接 体 的 在 小 于 球面 | 命题 231. 

这 样 上 不 天 于 球面 . 

因为 己 始 不 大 十 及 不 小 于 球面 所 以 CC 等 于 球 商 ， 即 球面 等 
于 4 售 的 大 图 ， 


命题 34 


任 一 球 等 于 4 倍 的 一 融 锥 ， 该 圈 锥 的 底 等 隆 球 的 大 
焉 、 它 的 高 等 于 球 的 半径 . 


设 有 以 ama'm' 为 大 圆 的 球 . 

现在 ,如 果 球 不 等 于 所 述 的 圆锥 , 那 它 大 于 或 者 小 于 该 圆锥 . 

I. 若 可 能 ， 设 球 大 于 4 B) BH E. 

假设 V 是 其 底 等 于 4 PRO ABI. Ri % T PRE 46 BJ B| 38. 

HË DPR AT V; 且 能 求 得 两 线段 n. y >r. Wi 

B : y< GREAR): V. 

# ñ ny 2 bl A WT WA SRE S. c. 

设 边 数 为 4n 的 外 切 .内 接 于 大 圆 的 两 相似 正 多 边 形 之 比 小 于 
B : 5. [命题 3] 

设 圆 的 直径 与 两 案 边 形 的 直径 在 同一 直 钱 上 ， 叉 设 它们 与 图 
绕 aa' 旋转 曾 出 两 个 立体 的 面 ， 那么 这 两 个 立体 的 体积 之 比 是 它 
们 边 的 三 次 比 . 

TE GOIZERO : (内 接 立 体 的 体积 ) [命题 32] 
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<Ë : e, Hh RE 
<ñ: y, WA (AA 8: y>f Sayt 
< ( 球 的 体积 ) :FF， 由 前 假设 ， 
但 是 这 是 不可 能 的 ， 因 为 外 切 立 体 的 体积 大 于 球 的 体积 ， 而 
内 接 立 体 的 体积 修 下 YY. [B 27] 
因此 ， 球 不 大 于 和 下 ， 或 不 大 于 前 述说 朋 中 的 4 售 的 圆锥 . 
4， 妇 果 可 能 ， 设 球 小 于 V. 
ERREF. RGR A, y >y 使 得 
B: y< V : (SRAUIK UO, 
其 作 轿 和 证 明 如 前 ， 我 们 最 后 有 
处 切 立 体 的 体积 ) : (内 接 立 体 的 体积 ) 
SVa: REED. 
但 是 这 是 不 可 能 的 ,因为 儿 雪 立体 的 体积 大 于 立 [命题 31 推 
论 j， 而 内 接 立 体 的 体 稳 小 于 款 的 体积 
因此 球 不 小 于 V. 
锥 为 球 昭 不 小 于 叉 不 大 于 Y ,于 是 它 等 二 了 ,或 等 于 在 说 明 中 
所 还 出 锥 的 由 悦 . 
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推论 ”从 已 证 的 命题 中 可 以 得 出 : UROEN, 
以 对 的 直径 为 高 的 加 柱 办 球 的 学， 它 的 侧面 连 则 两 帮办 于 
ma. 


因为 圆柱 是 与 它 司 底 同 高 圆 维 的 3 税 [Eucl, X1. 10 部 是 
同 底 ， 其 高 等 于 球 半径 的 圆锥 的 6 J. 

但 是 球 是 后 面 圆锥 的 4 倍 [命题 34]， 所 以 该 圆柱 是 球 的 了 

又 因为 一 个 直 图 柱 的 删 面 等 于 以 底 圆 直 径 和 圆柱 高 的 比例 中 
项 为 半径 的 图 [命题 13] 

在 此 情形 , 高 等 于 球 的 直径 , 所 以 该 圆 的 半径 就 是 球 的 直径 ， 
或 该 圆 等 于 球 大 圆 的 4 8. 

十 此 ， 包 含 两 底 的 直 固 柱 表面 积 是 大 辐 面 积 的 6 f. 

且 球 面 是 大 贺 的 4 £ [命题 33], 因此 


(包括 两 底 的 贺 柱 面 ) = SRD. 
命题 35 


S LAL: A RIDAD ER L SDN Tk 
…A…K'L 他/' 是 其 一 边 ,其它 边 数 为 pn 并 各 边 玫 相等 
如 果 多 边 形 和 马 形 绕 宣 德 AM EH, ER-THRFR 
缺 的 立体 图 于 ,那么 该 内 接 体 的 面 等 于 一 个 四 anta 
BESEFFE |  : 


ABB toot viket 


41 


O “== 、 


A HE RDE BSI H — e IB $Ë BJ AB 2 I 8 na. 
我 们 逐次 选取 这 些 圆 锥 , 首先 圆锥 BAR 的 侧面 等 于 -- 圆 ,该 
贺 的 半径 是 


一 一 一 
JAB - >B. [命题 14] 

FERRIE BOCCE HEST- M, RRN FEE 
[aB BB ECC 二 ， [命题 161 


等 等 . . 
按照 这 个 方法 进行 ， 然 后 相 加 ， 因 为 两 圆 之 比如 后 半径 的 一 
次 比 ， 于 是 我 们 求 得 内 接 图 形 的 面 等 于 -- 圆 ， 该 图 的 半径 是 


ABBB 十 CC + = + KK' + == 


命题 36 


). 


如 上 所 述 的 内 接手 球 缺 的 图 形 的 而 小 于 球 缺 的 而 . 
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LETAR. AA R 0) B] £ ke ps 4 T A eR 
LRS ATT. WAEN eae R 41. 


命题 37 


E LK---A---K'L'Ë AM RMRI nia p RRI 
体 图 形 的 面 小 手 半 径 等 于 AL 的 是 


设 直 径 AM 22 5 JÉ LAL' 为 其 一 段 的 圆 于 A. 连结 AB. 


如 在 命题 35 中 , 内 接 立 体 图 形 的 面 等 于 一 圆 ， 该 贺 的 半径 上 
的 正方 形 是 
ABCBB’ + CC + e HRK + LM) 
但 是 ;这 个 矩形 = A'B':AM [命题 221 
= A'A AB 
< AL. 
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@ “= = E 


m= m a A PA n m 


四 此 ， 册 接 立 体 图 形 的 而 小 于 以 .47 AOF eJ, 
命题 38 


如 前 所 作 ， 内 接 于 小 于 半球 的 球 缺 的 立体 图 形 和 以 
球 缺 的 底 为 底 、 以 球 心 为 项 点 的 峰 锥 等 于 一 个 圆锥 , 该 圆 
ROSE SEDE E. ， 其 高 等 于 从 球 必 到 多 边 形 侍 
一 边 的 重 线 . 


W O 足球 心 . p EMOR ABERE. 
假设 作 以 口 为 质点 ， 分别 以 瑟 B CC .为 直 符 的 圆 作为 底 
的 -1e M. 


N TA ZAN 


A 32k 3 A A a %& rE BAR 的 

面 、 其 高 等 于 p. [命题 18] 
X3# CB. CRAT T. 所 作 的 三 角形 OBC B AO 旋转 的 体 ， 

BI P 4 JEE OCTC 与 OBTB' 2 36 SE 3. AAE. |Z E HE B S: 


等 于 平头 截 体 的 面 ， 其 高 等 于 p. i 命题 20] 
类 似 地 ， 对 于 三 角形 COD B OA 旋转 所 得 的 体 亦 有 上 述 结 
果 ， 等 等 . 


以 上 相 加 ， 于 是 内 接 球 缺 的 立体 图 形 与 圆锥 OLL -~ 起 等 于 
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- -个 赔 锥 ， 该 圆锥 的 底 等 于 内 接 体 的 面 ， 共 高 等 二 p. 

推论 “ :四 锥 ,其 底 是 半径 等 于 47 的 加 ,其 高 等 于 球 半 径 ， 
此 圆锥 太 于 内 接 球 缺 的 立体 与 同色 OLL ZA. 

出 本 命题 , 内 接 立 体 与 圆锥 OJ L -起 等 于 一 个 贺 锥 ,该 加 能 
的 底 等 于 内 接 立 体 的 面 ， 其 高 等 于 p. 

这 后 面 的 图 难 小 于 高 等 于 D4,. 底 等 于 以 AL 为 半径 的 圆 的 贺 
H. 轩 为 高 了 小 寺中 4， 而 立体 的 面 小 十 以 AL A FA. 

[命题 37] 


命题 39 


设 (al 是 球 的 … 个 人 贺 的 一 段 虹 ， 旦 小 于 半圆 . i O ERC. 
连结 ol, of .假设 一 个 名 边 形 外 切 于 扇形 oal, A-F. 使 
FEKAR E m, HADS, BAHE LK, |. BA, AB', 
q KL; ME OQA EREA, HEM ia 

+ Et £ 1 8 BJ ES U, AKAA la] BS P. 


Jü ER E £ DE Hi BN A O A 旋转 , M A PIB M AR, 
除 4 外 角 点 在 外 球 上 将 画 出 具有 直径 BE, a. W e 各 进 与 
里 面 孤 的 切 点 在 内 球 上 将 画 出 一 些 圆 ， 各 按 将 画 出 圆锥 或 部 分 图 
铁 的 面 ， 由 旋转 等 边 多 边 形 丽 得 到 的 外 切 内 球 缺 的 整个 图 形 其 底 
为 以 LL 为 直径 的 圆 . 

这 样 
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O yama _ 


外 切 于 球 扁 形 的 立体 图 形 的 面 “除去 底面 ) 大 于 球 缺 
的 看 ， 此 水 缺 的 底 为 以 下 为 直径 的 羡 . 


A AE i. P a e E AAWE LT LT. REA S tE 
WAERME H- Aak, JI AK T PR5ShR AJ RE 41. 

但 是 好 Re 55% m tH BJ B Jx J H ALT Be šE im tH BJ mi, Pq 39 fa TL 
r — F Bf, MA LTT. 

因此 由 元 乓 … 用 … 天 六 旋转 得 到 的 面 大 于 球 缺 面 . 

推论 ”关于 球 万 形 如 此 所 画 的 图 形 的 面 等 于 … 个 圆 ， 该 圆 半 
径 上 正方 形 等 于 矩形 


ABCBB CC + HKK' HLL ). 
关于 该 内 接 于 外 球 的 外 切 图 形 ， 应 用 命题 35 的 证 明 . 


命题 40 


如 前 所 示 外 切 于 还 扇形 的 面 大 于 半径 等 于 a 898. 


É B£ AaO XAKEA RRES AF A, a. 连接 
AB AB S EB T N， 连 结 ON. 

现在 由 命题 39 的 推论 ， 外 切 于 球 筷 形 oat 的 立体 图 形 的 面 
等 于 -- 圆 ， 该 图 半 径 上 的 正方 形 等 于 矩形 


AB(BB' 十 CC + = + KK + tE), 


但 是 这 个 矩形 等 于 A'B*，AM. [命题 22] 

其 次 , AX AL. az 是 平行 的 , 于 第 两 三 角形 AML ， amt 是 
相似 的 ， 以 政 AL >al, 所 以 AM >am. 

也 有 A'B = 2ON = aa'. 

所 以 A'B- AMD aa! - am 
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=> at, 
因此 外 切 J ERA E BS sr pk E] É WJ i K T — + 3 t S£ lR 
at BJ. 
推论 1 FU FERRIE BJ EJE EMAN O RAR, KL LI 
为 直径 的 图 作为 底 的 圆锥 一 起 等 于 一 个 圆 难 的 体积 ， 该 圆锥 的 底 
等 于 外 切 图 形 的 面 ， 其 高 是 ON. 
由 于 图 形 内 接 于 与 内 球 同 心 的 分 球 ， 因 此 应 用 命题 38 的 证 


明 . 

推论 2 外 切 图 形 的 体积 与 圆锥 C7 志 一 起 大 于 一 个 圆锥 ， 该 
圆锥 的 底 是 半径 等 于 al 的 贺 ， 其 高 等 于 里 球 的 半径 (Oa), 

由 于 图 形 的 体积 与 圆锥 OLL 起 等 于 一 个 圆锥 ， 该 贺 锥 的 
底 等 于 图 形 的 面 ， 其 高 等 于 ON. 

县 图 形 的 面 大 于 半径 等 于 ez 的 圆 [命题 40], 而 两 高 Qa , ON 
相等 . 
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命题 41 

设 dal k pR AJ K B — EE k. j J. T oE DM. 

Fie £B NET BE Ola, AIIAN k, Q, ba, 
ab, =. AAE S£ H pr $ NS 2a. w — F MUS UE FU 33 JÉ , 
使 得 它 的 各 边 平 行 于 第 一 个 名 边 形 的 对 应 边 ; 作 外 而 多 边 形 的 外 
ER. 

现在 设 随 多 边 形 和 两 区 绕 Oa A -起 旋转 ， 那 么 


(CD 上 上述 作 的 外 切 旋转 体 和 内 接 旋 转 体 的 而 之 出 是 
AB? WE at, (2) 两 旋转 体 分 别 与 有 网 底 县 以 O 为 顶点 的 
锥 一 起 的 体积 之 比 是 AB? E ab. 


(1) B EB BS Bi sy p| FPS IBD, HARFI LIENE A 
别 为 矩形 


ARBE + CC 十 + KK' + Li, 


[命题 39 推论 ] 
和 ab(bb' + cc' + = tkk + E, [命题 35] 


但 是 上 贤 和 矩形 之 比 是 AB' 对 a 之 比 ， 所 以 同样 是 两 面 之 比 . 
(2) 作 OnN EH TF ab MAB, 设 等 于 外 切 , 内 接 旋 转 体 的 面 
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圆 分 别 用 S 和 s 表示 ， 
因为 外 切 旋 转 体 与 见 欠 OLL' 一 起 的 体积 等 于 -个 底 是 S, 高 


是 ON 的 圆锥 . [命题 40 推论 1] 
内 切 旋 转 体 与 贺 稻 OW' 一 起 的 体积 等 于 -… 个 底 是 5, 高 是 On 

的 圆锥 . [命题 38] 
但 是 Š s ABR’: ab, 

和 ON : On= AB: ab 

所 以 外 切 体 连同 圆锥 OLE 一 起 的 体积 与 内 接 体 连同 圆锥 O — 

起 体积 之 比如 同 AB: 与 ab 之 比 . [ 引 理 5] 

命题 42 


”如 泉 [of 是 小 于 半球 的 球 缺 ， o mapan. 部 
么 球 缺 的 而 等 于 半径 为 of 的 各， 


设 尺 是 半径 等 于 ai WA. 然后 设 球 缺 的 面 为 S， 如 果 它 不 等 
于 民 ， 那么 它 大 于 或 小 于 上. 


l. Biz S> R. 
设 ie 是 一 个 太 贺 的 一 个 号 形 , 它 小 于 半圆 . 连结 O, O ,又 
设 边 数 为 2a 的 两 相似 等 边 多 边 形 外 切 和 内 接 于 访 形 ， 且 使 得 
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GIELE): (内 切 多 边 形 ) S: R. [命题 6] 
现在 设 两 多 边 形 与 弓形 绕 Our 旋转 ， 就 形成 了 外 切 与 内 接 于 
ER iik ii PI iE E AE. 


那么 
《是 切 体 的 面 ): (内 接 体 的 面 ) 
= AR : at [命题 41] 
<S: R His. 
但 是 外 切 体 的 面 大 于 5， [命题 39] 
Pr UA 1 SK BJ K F R. Hai 37， 这 是 本 可 能 的 . 
.假设 S< R. 


EEEF, REEF # A t # 50 fh 48 E A e- T 
R: S, 我 们 得 到 如 下 结果 
CSPE ik AS 81) : (内 接 体 的 面 ) 


=< R : Š. [命题 411 
但 是 外 切 体 的 面 大 于 R. [命题 40] 
所 以 内 接 体 的 面 大 于 S， 这 是 不 可 能 的 ， [命题 361 
HA SB AKTA TE, 
央 此 S = R. 
命题 43 


即 俊 球 缺 大 于 半球 , 它 的 面 伪 等 于 一 加 , 此 加 半径 等 
于 al. f 


iala 是 球 的 - S KE, aa BEAT DHI: MiA ial 
J |N F Ë BL PJ — T 2 3. 
那么 ,由 命题 42, 球 缺 zez 的 面 等 于 一 圆 , 该 圆 的 半径 等 于 ct 
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PJ M. 

同样 整个 球面 等 十 半径 为 a. 
aa' B) B|. [命题 33 ] 

JH aa'aa Ë =a, BH PD t 上 
之 比如 局 它们 半径 的 二 次 比 . 

[Eucl. XE, 2] 

H -FRR hk ia 的 面 是 球面 与 
球 缺 iaz 面 之 瘟 ， 所 以 它 等 于 半 
A af 的 圆 . 


命题 44 


尿 遍 形 的 体积 等 于 一 个 辐 锥 ， 该 圆 维 的 底 等 于 包 侣 
在 妹 扇 形 内 的 球 缺 的 面 ， 其 高 等 于 还 的 半径 . 


设 慌 是 一 个 图 锥 , 它 的 底 等 于 球 缺 ¿al 的 面 , 其 高 等 于 球 的 半 
径 ; 设 驴 是 球 鹿 形 的 体积 . 
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W E S AJ R. BBR2Z S P H Kuki K. 
1 . gi S> R. 
求 两 个 线段 8，y， 其 中 8 是 较 大 的 ， 使 得 
B: y=< S: R; 
XEL O, € E: Bñ, y 之 间 的 两 个 算术 于 均线 段 . 
设 fiat' 是 球 的 :个 大 图 的 一 个 弓形 . 连结 ol. of, ARDA 
22 的 等 边 的 网 相似 包 边 形 外 切 ， PPE TB, SAB EE n. 但 必须 
使 它们 过 之 比 小 于 站 :全 [命题 4] 
热 后 设 两 儿 边 形 与 对 形 绕 Qa A 旋转 ， 生 成 两 个 旋转 悼 ， 
RAAR SMA, z on. RE 
(Y -+ RH OLLO w + PE O) 
= AB? 十 at [命题 41] 
<: Ə 
< B: yle 
< Š : R HRH 
但 是 , 这 是 不 可 能 的 , 这 可 由 命题 38 的 推论 结合 命题 42, 43 
得 知 . 
因此 Š > R. 
I. Ri SAR. 
在 此 情形 ， 我 们 取 8，y 使 得 
B: y< Kai 5. 
且 其 余 的 作 图 及 论述 如 前 . 


这 样 我 们 得 到 关系 式 
(V 十 圆锥 OLLYD: œ + Ai O LR: S, 
现在 (e 十 圆锥 ) < S. 
所 以 (V 十 圆锥 OF < R; 


这 是 不 可 能 的 , 这 可 由 命题 40 的 推论 2 结合 命题 42，43 得 知 ， 
因为 $ 归 不 大 于 又 不 小 于 是 ， 
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ERWE © 


-———— Fa 


所 以 S = R. 

L1] 虽然 用 的 词 是 aseoteare， 而 “公理 ” 却 更 像 害 义 的 性 质 , 事实 上 , KEA 
斯 在 笔记 中 称 它们 为 Opo 

[ 21 阿 基 米 德 所 称 的 曲线 不 仅 包 括 有 连 镍 曲率 的 曲线 , 也 包括 由 若干 曲线 或 
直线 段 组 成 的 线 - 

[3] 这 个 著名 的 阿 基 米 德 很 设 , 如 它 呈 现 出 的 那样 , 很 难说 是 直线 的 定义 , 虽 
然 普罗 克拉 斯 (Proclus, AEE FR., WFR., AFER, 410—485) W 


LP. loed. FriedlenjJ “BEKEN 〈uptoaroy 直线 为 具 同 端点 的 那些 
[ 线 ] PARER. KHT, WALE (Euclid) 的 定义 所 说 ;trou retra 


tois ep couriis opetors， 因此 它 是 具 同 端点 中 之 最 小 者 "普罗 克拉 斯 刚刚 解 
# r [P109] BKL ES Y. MOSA |, ETATER £ Rin ib b) Ë 
通 形式 ; 一 直线 不 是 “ 平 下 地 位 于 其 端点 的 那 种 ”"， 而 是 “se ob toiset caw 
rs operos kerra. ” 普罗 克拉 斯 写 的 是 “他 [5KJLU B 8 J 任 夭 这 个 来 指明 
[在 所 有 线 中 ] 直线 独自 其 有 -- 上 距离 (kareyew Seaorlpa) ， 它 等 于 其 上 的 点 之 
HHFA. FA. 只 要 它 的 一 个 点 从 另 一 点 牧 开 , 则 以 此 两 点 为 端点 的 直线 
的 长 (peysbos) 就 增 厌 了， 而 这 就 是 ro gË ioov metolar tots sẹ taur is anue 
的 含意 . 但 如 果 你 在 -- 国 周 或 任 …- 其 它 线 上 取 两 点 , 在 它们 之 间 沿 此 线 切 下 
的 距离 是 大 于 分 开 它 们 的 区 间 ; 而 这 是 除去 真 线 而 外 的 每 一 条 线 的 情形 . ”从 
这 里 就 显 出 欧 几 里 得 定义 应 在 一 种 意义 上 ,理解 为 非常 类 似 阿 基 米 德 候 设 中 
的 定义 ， 而 我 们 大 半 亲 以 译 成 “一 直线 是 同 其 上 的 点 均等 健 张 《et ooo eet- 
rm) 者 .” 或者. 为 音 竖 随 普罗 克 洛 斯 的 解释 ,， “一 直线 就 是 和 其 上 的 点 表 
现 同 等 伸张 者 .” 
[4] 关于 这 个 假设 可 参看 引 论 第 三 音 Š 2. 
[5] W, LEucl. XE. 201 CHK ULE OLARE? 第 十 二 卷 第 20 命题 . ) 
[6] 当 嫁 .这 是 镀 述 的 斤 何等 价 闫 系 ， 即 当 e、 有 都 小 于 直角 . 若 cC, WJ 
cose cosh. 
[7] W, Eucl. XE.11, 12, 13, 14. 15. 
[8] VAB: abg: 6, — AB? ab R i 8, or B : y. 

<C: 《球面 )，[ 由 假设 ] 
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而 AB: ab? -= {外 切 体 的 面 ): (内 接 体 的 面 ). 
[9] k + 8: y> B° c 62 是 阿 基 米 德 假定 的 ， 欧 托 西 扎 斯 (Eutorius) 在 他 的 
如 下 注 歧 中 证 明了 这 个 性 后 . 
W r tt B: 29 — 8: r. 
于 是 (8— 8): A= (à — r) : Š, 
LAA 有 >S， 所 以 及 -人 > 人 一 了 
但 是 ， 由 很 设 -6 二 5 一 #. 


所 以 Ê — s> 89 — z, (1) 
或 r> z. 

xE d: r= riy, 
如 前 所 证 ,有 Š — r> r ys (2) 
由 (1).(2) 得 ë — => z — y. 

Kapi Ei Š — = e — y, 
所 其 e — y> r — y. 

因为 zi e, A y > y 

WE, hp. ó. =. y 成 连 比 例 ， 
所 以 BiG—= Bry 

< B: y. 


欧 托 西 岛 斯 为 数学 家 ， 生 于 巴勒斯坦 ， 是 阿 基 米 德 著作 《* 球 和 圆柱 3》. 
LEWER) 和 平面 平生 》 以 及 阿波 罗 尼 《Apallonius)《 圆 办 曲线 论 ? 的 前 
四 卷 的 注释 者 ， 在 他 的 注释 里 保留 了 最 早 的 希腊 几何 学 家 对 数学 题 的 解法 
这 是 天 钼 的 历史 中 产 ， 还 记载 了 在 已 知 线段 之 间 揪 入 两 个 比例 中 项 的 解法 ， 
以 及 阿 基 米 德 用 相交 的 圆锥 曲线 解 三 侈 方程 的 太医 . 他 对 阿 基 玉 德 的 评注 在 
1269 年 被 译 成 拉丁 文 ， 

[10] 参看 命题 34 的 附注 ， 
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- 论 球 和 圆柱 


I 


“HEREA Zir (Dositheus). 

前 些 日 子 ， AiR S iB HB pR, a eA T 
科 农 《Conon)， 实 际 上 ， 它 们 主要 依赖 这 些 定理 〈 其 证 机 我 已 送 
给 你 了 》， 即 G) 在 一 球面 是 该 球 夫 圆 的 4 悦 ; (2) 任 一 球 冠 的 
面 等 于 - -个 圆 , 这 圆 的 半径 等 于 从 球 冠 项 点 到 其 底 圆 所 连 的 线段 ; 
(3) 以 球 的 大 图 为 底 ， 其 高 等 于 球 的 直径 的 圆柱 是 球 的 3/2, 它 的 
HL (包括 两 底 》 是 球面 的 3/2, 以 及 (4) 在 -- 立 体 遍 形 等 于 -- 个 圆 
锥 ， 该 测 锥 的 底 是 与 包含 在 球 扇 形 中 的 球 饼 面相 等 的 圆 ， 其 高 等 
于 球 的 半径 。 以 这 些 定 埋 为 依 括 的 定理 或 问题 ， 我 已 写 在 附 上 的 
B+: 那些 用 一 种 不 同类 的 研究 方法 发 现 的 ， 即 涉及 螺 线 和 劈 锥 
昌 面 的 ， 我 将 处 快 给 你 送 去 . 

其 第 一 个 癌 题 如 下 : 莹 定 一 个 球 ， 找 一 个 平面 的 面积 等 于 球 
i. 

从 上 述 定理 。 它 的 解法 是 显然 的 . 盖 因 球 大 圆 的 4 人 异 距 是 平 
面 面 积 又 等 于 球面 . 

第 一 个 问题 如 下 .?” 


命 题 1《〈 问 题 ) 
tE T EE sk Fr, 求 一 球 等 于 该 加 锥 或 该 贺 柱 . 
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re 


如 果 Y 是 给 定 的 贺 欠 或 圆柱 ,我 们 能 够 作 一 加 柱 等 于 立 V. Ë 
这 个 圆柱 的 底 是 以 AB SEBAA, HBE OD. 
现在 , 如 果 我 们 能 作出 另 一 圆柱 , 它 等 二 圆柱 (OD, 时 使 得 
它 的 高 等 于 它 的 底 的 直 答 ,这 个 问题 将 被 解决 ， 因 为 后 -圆柱 等 
于 了 Vy, 于 是 直径 等 于 后 一 图 柱 的 高 (或 底 的 直径 》 的 球 即 为 所 求 
的 球 [LT.34 推论 ]. 
M 


假设 问题 已 解决 ， HAE (CG) 等 于 同村 (COD), MERA 
£ EF 等 于 高 CG. 
因为 两 相等 罚 柱 的 高 与 底 成 反比 例 ， 
AB: : EF?= CG: OD 


= EF : OD. (1) 
Bi MN EMETA- Sh Ez, 

EF:= AB: MN. (2) 
因此 AB: EF= EF : MN, 


由 《1》 和 《2)， 我 们 有 
AB: MN= EF : OD, 
或 AB: EF= MN : OD. 
所 以 AB: EF = EF: MN = MN : OD, 


56 


tat: @ 


M FEF, MN E AR, OD 之 间 的 两 比例 中 项 . 
因此 ,问题 综合 如 下 ， 取 AB，OD 之 间 的 两 比例 中 项 EF, 
MN，、， 并 作 一 圆柱 、 底 为 以 EF 为 家 径 的 图 ， 其 高 CG 等 于 EF. 
测 AW 
AB: EF= EF: MN = MN : OD, 
EF:= AR. MN, 
所 以 AB: : EF:— AB: MN 
= EF: OD 
= CG : OD. 
H n. MEH (OD, (CO 的 底 与 其 高 成 反比 例 . 
所 以 两 圆柱 相等 ， 且 得 到 


圆柱 CCG) = — 
从 而 以 EF 为 真 径 的 球 就 等 于 了， 即 为 所 求 的 球 . 


命题 2 


RISE BAB ETRE, BE 8 RRIR0S S Eb, O NR 
MM, Bim6s 8 AA' 25 BB'F M, HË MARERE Fu 
RADR, SAh 的 器 锥 体积 ， 其 中 h me 
h: AM~ (OA' HAM) š AM. ` 


沿 MA 量 得 MH SET h, XW MMA' 量 得 MHP SO h', RHE 
h' : A'M = (OA + AM): AM. 
EE 4 BLR SU O. H. H OARA, SR AAJ K B B' 
ARAH. 连结 AB, A'B. 
设 忆 为 一 圆锥 ,其 底 等 于 球 冠 B84B' 的 面 , 即 等 了 于 以 AB HE 
径 的 圆 【I.42]， 其 高 等 于 OA. 
那么 圆锥 避 TAE OBAB' [ 1.44]. 
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现在 , 因为 HM: MA = (ONV + A'M) : A'M, 


出 分 比 ， HA: MA= OA: A'M, 
交换 内 项 ， IA:OA= MA: AM, 
于 是 


TO: QA— ASG: AM 
= (B C R (以 BB 为 直径 的 圆 ). 

但 是 OA 等 于 圆锥 的 高 ; 因为 底 与 高 成 反比 例 的 两 圆锥 相 
等 ， 所 以 可 得 区 锥 CC (或 球 启 形 OBAB') 等 于 一 个 圆锥 ,该 圆锥 
的 底 是 以 BB' 为 直径 的 贺 ， 其 高 等 于 OH. 

朋 这 后 一 圆锥 等 于 同 诡 ， 其 高 分 别 为 OM, MEH 的 两 癌 锻 之 
BDE F yka E OBHB'. 
因此 球 扇形 O BAH TapE OBH HRB'. 
Pinki, HAE OBR, WA 
球 冠 B4B' = 圆锥 OBR', 
类 似 地 ， 用 同样 的 方法 ， 我 们 能 证 明 
球 冠 BAB = We HBR. 
后 :性 质 的 另 一 种 证 明 . 
设 DD 是 其 底 等 于 整个 球面 ， 其 高 等 于 A 的 圆锥 ， 
这 样 D 就 等 于 球 的 体积 . [1.33, 34] 
Səh BA COA' j A'M) : A'M = HM : MA, 
如 前 ， 山 分 比 和 交换 内 项 ， 就 有 


和 


` 


en 


OA:AH = A'M: MA. 
又 因为 H'M : MA = (DA + AM}: AM, 就 有 
H'A’ :OA= AM: MA 
= QA: AH, 从 上 述 结果 . 


由 合 比 ， H'O: OA= OH : HA, (1) 
交换 内 项 ， H'O:0H= QA : HA, (2) 
由 合 比 ， H'H : OH= OH : HA 
= H'O: OA, 由 (1)， 
于 是 HH' :0A= H'O. OH, (3) 
其 次 ,因为 ”HH'O:OH= 0A: AH, 由 {2) 
= AM: MA, 
GPO + OHY : H'O - OH = (AM + MA : AM - MA, 
由 (3) ,就 有 
HH"? : HH' .OA= AA: : AMMA, 
或 HI : OA= AA? : BM. 
现在 等 于 此 球 的 圆锥 DD 有 底 为 半径 等 于 A.A WAMA STF 
QA 的 线段 ， 


因此 . zte DSTA BE HAEREERE, 其 高 等 
于 HH'; 


所 以 H D= 7AE HBH'B', 
或 立体 菱形 HBH'B — #. 
但 是 球 冠 84B' = 圆锥 五 5 


所 以 剩 下 的 球 冠 BA4'B' 二 圆锥 FP BB'. 
推论 RRE BA4B' 同 与 它 同 席 等 高 的 圆锥 之 比如 同 (OA' 十 
A'M) 5 A'M Z ix. 


命题 3 (问题 ) 
用 一 平 匣 截 给 定 的 球 , 征 得 两 球 缺 而 之 比 为 已 知 比 
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BRDECH. W AAE KE 0) ñ 8, ABEE F AA 
的 平面 交 坟 剖面 于 直线 BB', H 44 于 M, XZ 3 SR E S FR 
冠 BAB' 的 而 与 球 冠 BA'B' 的 面 之 比 为 己 知 比 . 

B 


k; 
现在 这 两 面 分 别 等 于 以 4P，4' 瑟 为 半径 的 图 - 
[1.42, 43] 
因此 AB: A'B? 等 于 已 知 比 ， 即 AM 与 MA Z H, 2 E, Fü I. 
于 是 综合 证 明 如 下 . 
WRH: K RUDE, 9AA F M 使 得 
AM: MA = H : K. 
于 是 AM:MA = AB: AB: 
一 《半径 为 AB WAD: {半径 为 A'B BJ D) 
= (Pk BAR 的 面 ) : GE BA'B' 的 面 ). 
jk PE WN PR ze ri BJ tti SE T. H : K. 


命 题 4 (问题 ) 


用 一 平面 截 给 定 的 球 ,使 得 两 球 短 体积 之 比 为 已 知 
tt. 


假设 问题 已 解决 ， 设 与 大 加 4534 成 直角 的 所 求 平 面 灾 大 贺 
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Ff ER. 设 大 图 直径 AA EHYA BB' (fE M A), H ORRO. 


E QA 的 延长 线 上 取 一 点 好 ,在 口 4' 延 线 上 取 :点 了 ,使 得 
(QA' + A'M) : A'M = HM: MA, (1) 
(QA + AMD : AM = H'M: MA', (2) 
连结 BH, BHH, BH', B'H'. 
于 是 圆锥 HBB. H'BB' 分别 等 于 球 冠 BAB'，BA'B'. 
[命题 2] 
因此 两 节 锥 之 比 积 它们 高 之 比 都 是 已 知 比 ， 即 
HM: H'M = gmg. (3) 
现在 我 们 有 三 个 方程 (1)，(2)，(3)， 在 其 中 出 现 了 三 个 待 
定 的 点 M, H. 五 ;根据 它们 的 表示 ， 首 先 要 求 另 一 个 方 称 ， 使 
其 在 其 巾 这 些 点 { 芍 有 -- 个 Cd) 出 现 ， 即 是 说 ， 我 们 必须 消去 H, 
H'. 
现在 由 (3) 知 , 显然 HH' : H'M 也 是 -个 已 知 比 ; 阿 基 米 德 
的 消去 法 是 , 守 找 每 一 个 比 A27 G H'M PS HI : HAZA. 2 
值 普 和 ,7 无关 ,其 次 使 这 两 个 比 的 复合 比 等 于 已 知 比 HH': 
A'M BJ Ë. 
(a) RAH: H'M 的 值 . 
从 方程 〈2) 吻 得 
AE: HM = OA: (OA + AM). (4) 
(by 求 HH' : A'H' BJ fi. 
从 (1) 我 们 推 得 
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A'M: MAF (OA + VM): HM 


= ÖA: AH: (5) 
MG), AM: MA H'M : (QA + AM) 
= A'H' : QA. (6) 
FIÈ HA: AO OQA : A'H', 
因 此 OF QA'= OH : A'H'. 
uk QOH : OH'= QA : AH', 
由 此 推 得 
了 7 
或 HH' - H'A'= OH”. 


FRU HH :I'A'= OIP: IIA” 
= AA? : A MIRCO) 

(c) 我 们 作 下 述 的 图 ， AE EARE A'IP +: HMA 
HH': H'M， 和 延长 OA #J D, WS OQA— AD. (D WAI H, W 
A A'MSMA, MAR (5), § OAT AH.) 

则 A'H' : H'M= OA: (QA + AM) 

= AD: DM. (7) 

现在 分 AD 于 五 ， 使 得 

HHE: H'M = AD: DE. (8) 
然后 利用 (7), (8) 和 上 而 已 求 的 HIP : HAA, 我 们 有 
AD: DE= HH' : H! M 
= (JU : H'A'5 * (A'H' : H' M) 
= (AAP: A'M2) e CAD: DM). 
但 是 AD: DE = (DM : DE) - (AD: DM). 

所 以 MD : DE = AA: A ME, (9) 

H D PE 3ñJ , AX AD=OA. AD: DE 
《等 于 HEH: HM) 也 是 已 期 的 .所 以 DE 是 已 知 的 - 

内 此 问题 本 身 转 化 沪 分 AD T M NAR, EH F ZK BR v. 

MD: (— +u MK) Ss AERD): AM”. 
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阿 基 米 德 附 言 “如 果 和 问题 按 这 个 - 般 形 式 被 提出 ， 它 需要 .- 
个 Seoptapos 「 即 必须 研究 可 能 性 的 限度 ]， 但 如 果 加 上 这 个 日 前 情 
况 下 存在 的 条 件 ， 它 就 不 要 求 goptakos ” 
在 日 前 情况 下 这 问题 为 ， 
给 定 一 线段 4'4 延长 到 了 五 , 使 A'A=2AD,. 在 AD FEE -点 
E, # AA 3. M., i} 
AA: A' Af: = MD: DE. 
“Wk Bm + 88 004 5 5 EE ise e by a. 
主要 问题 的 综合 如 下 , 设 R: SEE IE, R FET S. AA FE 
-个 大 网 的 直径 ，O 是 圆心 ， 延 长 OA 到 D, Wi OA= AD, 在 
EE 点 分 4 使 得 
AE: ED=R:S. 
然后 在 M KAR 44'， 使 得 
MD: DE = AA': : AMË. 
EMEY- FPHEAT 44'， 这 个 平面 将 分 球 为 两 个 球 冠 ， 
HERA ZEF K : 5. 
E A'A ji IR -— 8 H, 在 4A' 方 向 上 取 一 点 HT ， 使 得 


OAN + A'M AM= HM: MA, (1) 
(QA + AM): AM= H'M : MA'. (2) 
那么 我 们 必须 证 明 这 个 


HM: MH' = R: S, AE : ED. 
(a) 我 们 首先 求 HH': H'A' 如 下 ， 
如 在 分 析 (by 中 已 证 明 的 ， 
HH' . H'A' = OH”, 
或 HH’ : H'A = OHP s H'A”? 
= AA? : A' M° 
= MD: DE, ñE ËI. 
O ERK, 我们 有 
H'A : H'M = QA : (QA + AM) 
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= AD: DM. 
所 以 
了 4 
= (MD: DEJAD: DMO 
= AÐ: DË, 
由 此 得 
HM: MH'= AE: ED 
= R : S. 
附注 ”由 命题 4 ËB) EE BT Ic 3 aA 
REH T PH00), BAE E MRH N E HW (Futocius) 在 一 
T BW XER B$ 32 4 E SE J BE B 35 h 89, bF Fega] 
进 了 这 论题 ， 
“他 「 阿 基 米 德 ] 允诺 在 最 后 给 出 这 问题 的 一 个 解 , 但 是 在 任 
和 何 稿 本 中 我 们 没有 找到 其 解 .我们 发 现 狄 俄 尼 索 孝 罗 
(Dionysodorus) 也 未 能 弄 清 所 多 诺 的 讨论 CH A B Bë Jo IJ 38 85 Te 
的 中 理 ), 他 用 另 一 种 方法 去 解决 原 问题 ,这 方法 我 将 在 以 后 描述 . 
RARI (Diocles) 也 在 他 的 营 作 neo xupemy 中 表示 了 “他 泓 
为 阿 基 米 德 虽 说 过 ， 忆 末 作 出 证 硼 ” 的 意见 ， 并 试图 自己 补充 省 
掉 的 部 分 ， 他 所 给 出 的 、 我 妃 将 有 顺 次 纵 肌 然而 ub) 38 3k F 
号 利 断 所 补充 的 部 分 与 那 省 掉 的 讨论 无 关 ， 而 只 是 像 狄 俄 尼 党 窗 
罗 那 样 给 出 了 -- 个 讨论 禁 架 ， 这 是 几 另 一 种 证 时 方法 得 划 的 ，、 另 
一 上 方面， 作为 不 懈 的 广泛 的 探求 的 结果 ， 我 在 -- 本 老 书 中 发 现 
了 :一些 定理 过 论 着 ， 虽 然 出 于 一 些 错误 而 显得 不 够 清晰 《以 及 各 
种 各 样 的 交 , 图 的 错误 ), 这 些 被 讨论 的 定理 却 给 出 了 我 要 寻求 的 
东西 ,而 且 还 让 一定 程 度 上 保留 阿 基 米 德 当 用 的 Dorie 方言 ,同时 
还 保留 着 过 去 习 用 的 --- 些 名 词 :抛物线 被 称 为 直角 圆锥 的 截 线 , 双 
曲线 是 钝 角 贺 锥 的 截 线 ; 对 此 我 考虑 到 ， 是否 这 些 定理 实际 上 就 
是 他 要 在 最 后 所 允诺 的 ， 因 此 我 伍 细 加 以 考查 ， 并 在 克服 了 《由 
二 上 述 诸多 错误 所 致 的 ) 困难 之 后 ， 我 逐渐 弄 清 了 原意 ， 并 试 靖 
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用 大 家 宣 邵 悉 、 更 清楚 的 语句 把 它 写 出 来 . 并 县 ， 首 先 这 定理 特 
做 一 般 的 处 理应 使 对 阿 天 米 德 所 说 的 “关于 可 能 性 的 限度 ”可 
以 搞 清 楚 ， 随 后 即 有 对 这 些 条 件 的 特殊 应 用 ， 这 些 条 件 是 他 在 对 
这 问题 的 分 析 中 所 陈述 的 .” 

这 个 随后 的 研究 可 以 重 述 如 下 . 

-: 般 问题 足 : 

已 知 两 线段 AR, AC 和 一 个 面积 说 , 分 割 AB T M 点, 使 得 

AM: AC = D: MË. 

分 析 

假设 M 已 求 得 ， 作 AC 与 4B 成 直角 ， 连 结 CM 延长 之 . 过 
BB 作 EBN YRF AC T N, E C £ CHE 341 AR X% EBN FE. 
完成 矩形 CENF., Xit M E PMH YTT AC 2 FN + P. 

沿 EN A EL 使 得 

CE - ELW AB. ElL) = D. 
于 是 ， 由 假设 ， 
AM : AC = CË ` EL : MB:. 

和 AM: AC = CE: EN, 

由 相似 三 角形 ， 

一 (瑟瑟 过 š EL - EN. 

由 上 推 得 

PN? = ME = EL + EN. 

BL, WERT EEA 
HHR., EN AM, 参数 等 于 EL, 那么 抛物 线 将 过 了 ; 它 的 位 置 
将 被 确定 ， 因 为 五 二 是 给 定 的 . 

所 以 了 在 已 知 的 抛物 线 上 ， 

其 次 因为 两 矩形 FH. AEW, T E 

FP -PIHL = AB. BE. 

因此 ， 如 时 以 CE， CF AHER, A BERKE, Ete 

将 过 已 点 ， 且 双 曲 线 的 位 置 是 确定 的 . 
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所 以 PECHARSE. WA rme., MESET. 
这 样 P EH Ph Sk A BN R BJ 28 sx Br Rà E- 
Stoptahos， 
现在 ,因为 AM : AC=D : MB:, 
AM MB: = AC + D. 
得 AC DERE, 而 以 后 将 征明: AM M B: 的 最 大 值 
是 它 当 BM = 2 AM 时 所 取 的 值 . 


因此 ,AC -DD 不 天 于 ŽAB - CAB, RAAB 是 能 有 一 个 
解 的 必要 条 侍 . 
综合 


W O E AB 上 月 满足 pBO=2AO 的 点 ;为 了 可 能 有 解 ,我 们 
已 看 到 
AC - D 2: AO - O B. 
这 样 AC .DD 等 于 或 小 于 AO + O B°. 
(1) # AC: D=AO  QOB°, Ma 838 E. 
(2) W 4C Dh F AO + OE. 
作 AC 与 AB RAH. 连结 CO, HEKA R. ti B #£ EBR * 
ií T AC, BA CO +T R, MÀ C 
# CE FATF AB & EBR T 
E. RE CERF, B FI O E 
QOK 平行 于 AC, Bia G 
FR, CE T Q # K. 
因为 AC + D< AQ + OR: , 
沿 着 RQ BB RO 使 得 
AC- D = AQ - QR, 
或 AO: AC = D: Q' R°. 
设 着 ER R EL 使 得 
D= CE + ELR AB + EL). 


C 
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H., B4 AO : AC 一 万 : Q'R:, HR in, 
=CE + EL : Q' Rš, 


E AO: AC= CE: ER, 由 相似 三 角形 ， 
= CE - EL : EL - ER, 
由 此 推 得 Q'R:= EL + ER. 


ERATUA E, HER, HERST EL 的 一 抛物 线 . 这 个 抛 
物 线 将 过 Q'. 

x HE FK 一 矩形 AE, 

D. FQ -QK = AB - BË; 
如 果 以 CE, CF 为 渐 近 线 且 过 B 作 一 个 矩形 的 双 曲 线 , 它 也 将 通 
过 Q. 

设 抛物 线 和 双 曲 线 交 于 P, # P W PMH 平行 于 AC 分 别 交 
AB, CE TMAH, 作 GPN FITT AB B 3yY3) 3 CF, ER + G 
和 N. 

于 是 就 是 所 求 的 分 点 . 

因为 PG- PH = AB» BE, 

EE GM = EË ME, 
所 以 CMN 是 一 条 直线 ， 


于 是  AB:-BE= PG : PH = AM - EN. (1) 
又 由 抛物 线 的 性 质 ， 
PN: = EL - EN, 
或 MB’ = EL. EN. (2) 
H <12 8102) 
AM : EL= AB + BE : MB:, 
或 AM + AB: AB + EL= AB - AC MB:. 
交换 内 项 ， 


AM- AB: AB» AC= AB ` EL: MB:. 
或 AM : AC-= D: MB2. 
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Siopicuos 的 证 明 
余下 的 是 证 苦 : # ABD O SEP BO 一 240， 则 AO. OR: 
E AM- MB MRK, 


或 AO OB! > AM + MBF, 
KH M k AB FAR {E — A, 

假设 AQ: AC CE» EL + OR, 
TE AO . OB'= CE + EL + AC. 


EH CO 延长 到 六 :过 号 
作 EBN Er AC, Æ 
成 下行 四 边 形 CENF. 

bL O fE POII 平行 
Jf AC. 二 分别 交 FN, 
CE F P 30 H. 

iL EIMA. EN 
HAMU EL H2 $ tF 
-TAHR AAP. 
如 以 上 分 析 所 水， É P 
而 外 还 将 交 此 抛物 线 之 
直径 CE 于 某 点 . 

MK. fE -个 党 有 
渐 近 线 CE. CF 的 矩形 
的 双 曲 线 . 且 过 五 点. 如 
ASETAT A. AX T EE 
也 将 过 P. 

延长 NE 到 全 ,使 得 
TESEN. 连结 TD 交 
CE T Y. H EE EE 
CF FU. 村 是 TP 将 与 


w 
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拖 物 线 切 二 P. 
因 汽 BO— 2AO,. 
TP= 2PW, 
和 TP—= 2PY, 
EA PW = PY, 


于 是 , AATA ERER WY R P Fi EARR 2 & , WY 
EN ERAI -- 个 切线 . 

因此 ,在 也 点 有 共同 切线 的 双 曲 线 和 抛物 线 征 此 相 切 于 P. 

现在 在 AR LIER- -点 M. M {EMK YF ACHEN 
BEET Q. 交 CE TF K. 最 后 , PL Q fF GqQR YITAR # CF 于 
GG， 交 抛物 线 于 4， ZEN 于 R. 

由 双 曲 线 的 性 质 ， 国 为 商定 形 GK, AE 相等 ,那么 CMR 是 
一 直线 . 


由 抛物 线 的 性 质 ， 
gqR:= EL - ER, 
于 是 QR: EL + ER. 
假设 QR = EL. ER. 
我 们 有 AB: AC= CE : ER 
= CE * EL: EL - ER 
= CE +< EL : QR: 
= CE EL: MB:, 
na AM - MB:— CE + EL + AC. 
所 以 AM +: MB: CE + EL + AC 


< AQ . OB. 
如 果 AC + D< AQ -0OB°. IN bh tp š Ta R RHE TRA 
FH LL f PIR. 
如 果 我 们 作 一 个 带 有 项 点 二 和 轴 FN. HART EL 的 抛 
物 线 , A Q CA CRD: H Fit pe t tR E Ai CF 
C 2 Q PF), E OD WL A i SK A % CE 1 CF TE 3 E B W 18 
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线 )， 
[ 如果 我 们 记 A4B 二 a ,BM 一 + ,AC 一 c 和 站 一 所 ,可 看 出 比 
例 式 
AM : AC = D: MB? 
等 价 于 方程 式 
Era — z) = bC, 
它 是 一 个 缺少 x 一 次 项 的 三 次 上 方程式 . 
现在 假设 EN, EC P iah, EN RE y 轴 . 
J Z, EAA BH Wi P: 10 39 Ek E: 


而 矩形 的 双 有 曲线 是 
yla — +) = az. 
天 是 、 这 三 爽 方 程 的 解 以 及 没有 站 解 ， 或 育 一 个 正解 ， 或 有 
两 个 正解 的 条 件 、 出 对 两 个 贺 锥 曲线 的 利用 而 得 到 . ]} 
[为 了 叙述 的 完整 性 , 和 对 它们 的 兴 愿 , 命题 4 的 由 犹 俄 尼 索 
多 办 和 狄 俄 克 利 斯 所 给 出 的 解 ， 在 这 里 补 上 . ' 


Ë ft JE s 5 FHR 

设 AA 是 已 HRA At, MR EIC 8 44 于 真 角 【 设 在 一 
点 M4 处 )， 使 得 截 得 的 两 球 冠 之 比 为 己 知 比 CD : DE. 

EKE AAR F, 4 AF=0A, wE O RRG. 

作 A87 ATAV, HERE 

FA: AH = CR: ED, 
AREK AH jK 使 得 
AK? = FA- AH. ta) 

fE— AHAH F, WA FA DL k S yE AH 的 抛物 线 ， 由 
等 式 (u) 它 将 过 下 点 ， 

作 AK 平行 于 AK 且 交 抛物 线 十 天 '， EAF, AK 为 其 
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近 线 号 过 五 HERETER. 这 个 双 曲 组 将 交 抛 物 线 于 - :点 P. Ú 
# K #h K' > lil. 
作 PM Ë T AA'E AB B, B, AH, P E HL, PR 
平行 于 AAS RRIAK F L, R. 
于 是 ， 由 站 曲线 的 性 质 ， 
PR: PM= AH + HL, 
即 PM MA'= HA- AA', 
或 PM: AH= AA' : AM, 
和 PM: : AH2:= AA : A'M:. 
由 抛物 线 的 性 质 ， 也 有 
PM= FM - Ali, 
Bj) FM: PM= PM : aH, 
或 FM: AB= PM: : AH 
= AAP: AM, AAE. 
E 19 B l 2 E hl |a) E RRE D Eo AM 258 Eie BJ °S 
底 . 以 高 等 于 Kay 的 圆锥 和 以 44' 为 半径 的 图 为 底 ,以 高 等 于 4 下 
的 局 给 ， 它 们 的 底 和 高 成 反比 例 ， 
因此 两 贺 锥 相等 ; 亦 即 如 果 我 们 用 符号 5C(4 M).FM 表示 第 
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一 个 圆锥 。 HERRER. 那么 
CNMY EM = C(AA'3. AH. 
现在 
CAA FA : C(AA D, AH = FA: AH 
=CE: ED H fE. 
所 以 
CAA, FA CO) FM CE : ED. (B) 
HEU) CLAAS, FA = FÈ. L 1.34] 
(DCUM) EM BEA ERS T PLAN T A. A A'M 为 高 的 
该 球 的 球 冠 . 
为 此 ， 在 AFS CR -5 G, E 
GM : MA'= FM: MA 
= (QA + AM): AM. 


TME GBE 等 于 球 冠 AC BE. [命题 2 
和 FM: MG= AM: M4', 由 假设 ， 

= BM : AM. 
所 以 


(以 BM 为 半径 的 圆 ) : C£ AM A 3 te 03 B] 
= FM: MG, 
于 是 COAMY FM= CCBMY ,MG 
= 球 冠 ARB. 
KÆR GO. RIA 
(PR) : (RR A BBO CE : ED, 
HE GRE ABP): (BRE ABR) CD : DE. 


狱 俄 克 利 斯 的 解 

狼 俄 克利 斯 像 阿 其 米 德 那样 是 从 在 命题 2 tH gk HF B FE PE JF BB 
的 ， 妇 如 果 一 个 平面 垂直 截 球 的 直径 十 MA, BEB H. H'E 
人 A，OA4' 沿 线 上 分 别 满足 
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(OA + AM): A'M= HM: MA, 
(OA + AM): AM= H'M : MA', 
则 两 圆锥 HBB., H BBAT ABR A A'BRE'. 
于 是 ， 导 出 推论 为 
HA: AM= OA: : AM, 
H'A : A'M= QA : AM. 


他 用 下 面 的 形式 陈述 这 问题 , 用 任 给 的 线段 代替 OA 或 OX ， 
这 样 稍 许 扩张 了 一 点 : 

BETRE AN, EKWA A, A, AE -TEC D, 
给 定 另 一 线段 4 天 ;分 AAF M 点 和 在 A'4 和 A4' 延 长 线 上 分 别 
求 一 点 太 ，H'， 诬 使 下 面 的 关系 同时 成 立 ， 


C: D= HM : MH', (e) 
HA: AM= AK: A'M, (B> 
H'A : A'M= AK : AM. (7) 


分 析 

息 设 问题 已 解 快 ， 三 点 M, 石和 HH' 已 求 得 . 

W AK 5AA'8583488. É 4 天 平行 旦 等 于 AK. E KM, 
K'At EK Tl rj KA, KA TF E, F. jE KK', it E fE EC 
平行 于 A'A BA KF +. G, $ M IE QMN 平行 于 AK. 且 交 EG, 
KK'+ Q #i N. 

现在 HA: AM= A'K' : AM, H (85 

= FA: 4AM, 由 相似 三 角形 ， 
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因此 HA= FA. 
类 似 地 H'A'= AE. 
其 次 ， 
(FA + AM) : (A'K' + A'M) = AM : A'M 
= (AK + AM) : (EA + A'M) ,由 相似 二 角形 . 
PEA GA + AM). (EA' + AM) 
— (KA + AM) CK'A' + A'M). 
H AHE AR. W A' 驴 ' 取 AR'， 使 得 
AR = AR = AK. 
H5 FA+AM=HM, ENHA M=MII, TRAR 
HM MM = RM + MR'. (ë) 
[于 是, # RAE AMH Zl, R' Sk iS E ËB A' 3 T IT BJ n 
一 边 ， 反 之 亦 然 . ] 
现在 C: D= HM : MH', 由 假设 ， 
= HM. MH': MH” 
= RM. MR' : MH, Ñ (Š). 
W MN B: MV 使 得 MV = A'M. BEES AV 和 疝 两 边 延 长 之 . 
ERP, R'P'iR B T RR'H3rn| 2 EK f ap AV T P. PA 
由 平行 线性 质 ， 
PV: PV = R'M : MR. 
所 以 PV. P'V : PV? = RM : MR : RM. 
但 是 PV? = IRM. 
所 以 PV + P'V == 2RM MR. 
GIE RM MRI: MH':= C: D. 
因此 PV -PV : MH”: — 20 : D. 
但 是 MH' = A'M + A'E= VM + MQ = QV. 
所 以 QV? PV :PY= D: 2C. Rr Et NI EE. 
这 样 MERITE -线段 使 得 
D:2C = p: PPS 
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P 


MERMET, CA PP' 为 一 个 直径 ， 以 pp 作为 对 应 的 参 
数 [ 一 DP /PP' ,用 几何 圆锥 曲线 的 普通 记 法 ] ,这样 ,使 得 PP' 对 
ERMA É fi hy — k , Bl 3. 4y T QV 或 4 天 ,那么 椭圆 和 将 过 名 点 . 

EE Q EAE B) HSE. 

又 因为 EK 是 平行 四 边 形 的 对 前 线 ， 

GQ -QN = AA' - A'K'. 

FA, WE- -AU KG, KK' ORDE Hit A' B 5B E YN ÉB 
£. CER A. 

Aie Q #E— Aa EREE N RE. 

TEQ EH E I A i A A E a A XV i 2 Bae a i eR B, Br 
DL RE AJ. RE M 被 给 定 。 以 及 五 ,五 ' 同 时 被 求 出 . 

综合 

KE AA, AK 成 直角 , 作 A' 玉 ' 平 行 且 等 于 AK, 连结 KKK'. 

作 AR (#EK T B A'A) 和 A'R' {延长 了 的 AA') 都 等 于 AK, 
过 R, R'iEs Ë T RR' 的 直线 . 

然后 过 AHE PP' 和 使 得 与 44 的 交角 CAA P) 等 于 直角 的 一 
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|. PU SFU EB BI ESE T P, P, 
取 一 个 长 p 使 得 
Di2C= pr PPL) 

APPIA AI. A p EA SRE 一 个 可 加 ,使得 对 F 
PP WEI SEMN -AATF ASP, BFF j AK. 

以 天 ， 天 天 为 渐 近 线 ， 过 A PE- T MJ XX h £8. 

i GUMI AM F Q, M Q fE QA N EAT ¿AZ H4 
EAN, PPP W KRKOM, VAN. 作 GQE YTE AA. Hóp 
XAK, VK TG, E. 

EK KA, KM ZFFE. 

T PE H N Ah R Ag PEM. 

GQ - QN = AA AK’, 
国 为 这 些 短 形 和 等 ， 所 以 KME 是 一 真 线 . 
EARB AH 等 于 AF, 沿 A'R' 取 AH SEQ A E. 
由 椭圆 的 性 质 ， 
[人 
= p : 2c, 
由 平行 线性 质 ， 
PV: PV = RM : R'M. 


或 PV . PV: PY = RM"; MR: RAF, 
而 V 2R AM. AAR RAP 是 直角 的 — 3k. 

所 以 PV -PV = 2RM - MAR'. 
因此 QV: 2RM . MR! = D : 2C. 

但 是 QV = EA' + FNE = MI. 

所 以 RAM MHR 

六 由 两 相似 三 角形 ， 


(FA + AM (K'A' + A M= AM: AM 
= (KA + AM): (EA + A AD. 
所 以 
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(FA + AM) (EA + A'M (KA + AM. (K'A' + A'M), 


或 HM- MH: = RM + MR'. 
由 此 得 出 
HM - MH' : MH” =C: D. 
或 HM: MH'— C : D. (a) 
也 有 HA: AM= FA: AM, 
二 A'K' : AM, AHR fE, (8) 
H'A': A'M= EA : AM, 
= AK: AM. iY) 


因此 点 M, H, HW - 4 SSE BJ 3 BE. 1 
命 题 5 (问题 ) 


作 一 个 球 短 与 一 个 球 冠 相似 ， 而 与 另 一 个 球 冠 体积 
相等 | 


设 ABB' 是 一 个 球 冠 , 它 以 A ATE HIRAU BE AAH 
B; 设 DEF EP — PR. EDA D BM X, HIRIA EF 为 直径 
AN. 设 44 DP’ 分别 是 穿 过 BB， EF 的 大 贺 的 直径 . W O, C 
分 别 是 球 心 . 

设 需要 作 一 球 冠 相似 于 DEF, HRS T ABB BEE. 

分 析 

假设 问题 已 解决 ， 设 def 是 所 求 的 球 冠 ， 它 以 a 为 项 点 ， 其 
底 为 以 ef 为 直径 的 圆 . 设 de' 是 球 的 直径 , CEATH ef, c 是 球 
to. 

设 BB, EF, ef 依次 在 点 MMM， G, gt AA'. DD', dd' Œ 
直 平 分 ， 使 得 
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(CD! + DG: DG = KG: GD 
(cd — d'g): d'g = kg: gd 
且 构 成 的 这 些 圆锥 分 别 有 顶 点 H. K, k, B.R: N Pk t ay Ac. HH 


(QA + AM: A'M = HM: n | 


这 些 贺 锥 将 分 列 等 于 对 应 之 球 冠 . [命题 2] 

所 以 ， 由 假设 ， 

圆锥 HBBE 一 Mi kef. 

因此 

CLL BB 为 半径 的 圆 ) : CW 以 ef 为 半径 的 加} = kg: HM, 
值得 BR efè = kg: HM. (1) 

HE. AARE DEF, def 相似 ， 这 样 圆锥 KEF, kef HA 
似 ， 

所 以 KG: EF = Ë#g : e f. 

mirt KG : EF PE SB, BALE eg : ef 是 已 知 的 . 

假设 取 -个 线段 R 使 得 

kr :ef = HIM : R. (2) 

于 是 只 基 已 知 的 . 
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LAX e: HM= BR: ef =ef: R, B (1) 和 (2)，, 假设 
取 一 个 线段 S 使 得 


ef2= BB' , S, 
或 BB? ; ef= BB'':S. 
+E 
BB' :ef= efits = S: R, 
ef, S Æ BB, R ZERE iA AA EA P sir. 

综合 

设 ABB, DEF E KI, BB', EF, 依次 在 点 M，G 处 被 直 
径 AA'. DD 3 y. H O, C 是 球 心 ， 

如 前 那样 取 H, K, EAR HBP', KEF, TEF]3 y IA 
FRH ABR, DEF. 

设 RERE, AH 

KG: EF = HM : R, 
在 BB, RR 之 和 间 到 比例 中 项 ef，5S. 

以 ef 为 底 ， 作 到 如 为 顶点 的 弓形 相似 于 马 形 DEF. 完成 圆 
edf, W% dd Eii d 的 直径 , C 是 中 心 。 设想 作 一 个 以 def AKA 
的 球 ， 且 过 ef 作 一 个 平面 与 da' 成 直角 . 

Wj def 将 是 所 求 的 球 冠 . 

H TARE DEF, def 是 相似 的 ， 如同 两 弓形 DEF. def FH 
wt. 

延长 ed 到 点， 使 得 

{ra + d' g): d'g = kg: pd. 
此 外 ， 两 圆锥 KEF, kef 相似 ， 
所 以 
kg t eg = KG: EF = HM : R, 
FE 
ke: HM = ef : R. 
E, BA BB, ef, S, R 成 连 比 例 ， 
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BR re BROS 
= ef: R 
= ġe: HM. 
AH. 图 锥 BB' , kef 的 底 与 它们 的 高 成 反比 . 所 以 两 圆锥 
相等 , 且 def 是 所 求 的 球 冠 , 它 的 体积 等 于 圆锥 ker. [命题 ?2] 


命题 6 (问题 ) 


”已 知 两 个 寻 冠 ， 求 第 去 个 妹 冠 ， 使 其 与 一 个 球 冠 相 
似 ， 而 与 另 一 个 球 冠 有 相等 的 面 。 


设 ABB'E -- 个 球 冠 , 它 的 面 等 于 所 求 球 对 的 面 , 大 圆 
ABA: B' BF #E 32181 3 PR f APBHB'BU IK AR B ffi H 8 T: BB. W AAN E 
EAF 8B' 的 直径 . 

Ú DEF 是 一 个 球 冠 , 它 与 所 冰 的 球 冠 是 相似 的 , 大圆 DED'F 
所 在 平面 与 球 冠 DEF W P i R. S T' EF. Ü DD ERAY EF 
T G 的 直径 . 

假设 问题 已 解决 ，def 是 一 个 球 冠 ， 它 相似 于 DEF. * B 
等 于 24BB' 的 面 ; 如 同 DEF 那样 ， 完 成 图 形 9ef， 用 小 写 利 大写 
字 几 分别 记 对 应 的 各 点 . 

连结 AB, DF, df. 

HÆ. HART de, ABB HREAN. TÆ df, AB 
为 次 径 的 两 图 也 是 相等 的 ; f 1.42, 43_ 
Hj 4f = AB. 

从 两 球 冠 DEF, def 相似 ， 我 们 得 到 ， 

d'd : dg = D' D : DG, 
和 gg df = MG: DF, 
因此 qd df =D D: DF, 
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B 
或 d'd: AB = DD: DF. 
但 是 AB, DD, DF 都 是 已 知 的 ， 
所 以 d'a 是 已 知 的 ， 
E iñ Ps s WH F. 
B q'a 使 
dd: AB= P'D : pF, (1) 


画 一 个 以 dd 为 直径 的 圆 ,设想 作 一 个 以 该 图 为 大圆 的 球 ,在 
点 分 A'd 使 得 
d'g : gd = D'G : GD, 
Pf g #E— EBE B T d'd 截 出 一 个 球 冠 ae 六 及 突 大 圆 于 ef 这 
样 两 球 冠 def. DEF 相似 ， 
H dg: df = DG: DF, 
k. JW k. H£. 
dd: dg= DD: DG. 
TR H qa df= DD: DF, 
WI. H 41), df AR. 
为 此 球 冠 def 的 面 等 十 球 冠 ABB' 的 面 [ 1.42, 43], 而 该 球 
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@ ü 7 (问题) 


Fi— FEACMRBEG-TRE.: PRARES5S— 
圆锥 有 已 知 比 ， 此 圆锥 与 球 宕 向 底 等 高 . 


设 44' 旦 这 球 一 个 大 较 的 直径 . 钴 要 作 一 平面 与 4 成 直角 ， 
截 出 -个 球 冠 ABBR , EIR ABR 与 圆锥 ABB UE MH. 

分 析 

假设 问题 已 解决 , 设 截 面 交 大 圆 面 于 BE. ZAR 44 F 好， 
it O ERD. 


D 
F 
E 
EK OAJ N, ig 
OA + AM AM = HM: MA, (1) 
EM t HBE S Fa ABB. [命题 2] 
MEHEA TAE HRE GA ARS BME., EBP 
HM : MA. 
Hie, (QA + AMG AM 是 己 知 的 ; 所 以 A'M 也 是 已 知 
的 . 
Stopio os 
现在 QA GAM > OA : A'A, 


TE (OA -- A' M) : AM (QA' + A'A) : A'A 
82 


> 33: 2. 

这 样 ， 关 于 此 问题 可 能 有 解 的 一 个 必要 条 件 是 已 知 比 大 于 
3 :2. 

综合 

设 AAN 是 妹 的 一 个 大 圆 的 直径 ，O 〇 是 球 心 . 

取 一 线段 DE， 且 在 其 上 取 一 点 F, È DE: EF % F D 38 
比 ， 它 大 于 3 2. 

更 在 ， 因 为 

(OA + A'AY: A'A= 3:22, 
DE : EF> (OA + A'A): A'A, 


于 是 DF :FF OA' : A'A, 
因此 ， 在 44' 上 能 求 出 一 点 M, EB 
DF : FE = OA' : A'M. (2) 


ME :站 面 与 44 成 真 钊 , HAKAT EB, HARE 
出 一 个 球 冠 ABB'. 
如 前 ， 在 C4 延长 线 上 取 - 点 鼠 ， 使 得 
(QA' + A'M : A'M = HM: MA. 
WHM: MA=DE : EF, $% (25. 
MEA A HBE ARH ABE E M 8 AB H'D W, 15 E, 3I W, 
DE: EF. 


命题 8 


如 果 一 球 被 不 过 中 心 的 平面 葵 等 两 个 球 冠 A 'BB' , 
ABB' ， 其 中 B88' 举 较 大 的 ， 则 比 
GRH ABB) : GRH ABB ) 
<< (A' BE' WD: CABB' 的 而 3 
GE>(A' BB Hm: (ABB 0988522. S 
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BR MAAE TKA ABAR T BRE, HEA AA 
ÆHF B8' T. M. 

设 O 是 球 心 ， 

连结 A B, AB. 


照常 ， 在 OA 延长 线 上 取 H. OVERRR, thia 
OA + A'M3 : A'M= HM: MA, (1) 
(QA — AM)! AM= H'M : MA', (2) 
且 设 想 作 二 圆锥 分 别 与 - 球 冠 同 底 ， RI H. HATS. BS LEE 
分 别 等 于 两 球 冠 【 命 嚼 2， 又 它们 的 比 是 两 高 HM, H'M Zit. 
也 有 
CA RBB 的 面 ): (4BB' 的 面 ) 一 A'B2 : AR [1.42.431 
= A'M: AM. 
J PA 3% t] gs BF HH 
Qa) HM: MIIKA M: MA’. 
(b) HM : MHZ AM: + MAG, 
(ay 由 《2)， 
AM: AM= HM: (QA + AM) 
= H'A :OA 因为 DA = OA. 
因为 AMDAM. IVA DOA ; 所 以 ,如 果 我 们 在 HALE 
一 点 天 使 得 OO4 A'K, KEE RA A' Zy. 
又 由 《1)， 
A'M : AM = KM: MH. 


84 


VIE 1 @ 


mË KM: MH 一 HA'! A'K, AH A'K 一 OA'， 
>H'M: MK. 
所 以 H'M MH < KM. 
由 此 得 出 
H'M - MH: MH KM: MH:, 
或 H'M : MHZ KM: MH: 
< A'M: AM, R (1), 
(b) 因为 OA SOA, 
AM MAZ A'O + OA, 
或 AM: OAZ OA : AM 
< H'A: A'M, W2). 
所 以 AM H'A + OA! 
< HA + A'K. 
在 A'A 延长 线 上 取 一 点 N. 使 得 
A'N2:= H'A . A'K. 


这 样 H'A': AKS AN : A'K? (3) 
也 有 H'A GANS A'N : A' K, 
由 侣 比 ， 
HN: A'N= NK : A'K, 
因此 AN: :AK= HN:: NKF. 
所 以 ， 由 《3)， 
HA : AK = H'N° : NKF, 
现在 H'M: MK > H'N : NK. 
所 以 HUM: MK2:2 H'A: A'K 
=> H'A : QA' 
=> AM: MA ,H (2) 
= (OA' + A'M): MH, H1) 
=> KM: MH. 
因此 


85 


和 


H'M: CMR + (KM? : MH) 
> (KM : MH) + (KM: : M11:5. 
由 此 得 出 
JPM : MH KM? : MH? 
> A'Mš : AM , B (15. 
[阿森 米 德 的 教程 中 增加 了 该 命 是 的 另 - -证 明 ， 存 这 里 略 去 
了 ， 因 为 事实 上 ， 这 评 明 是 不 比 前 述 证 明 更 清晰 ， 也 不 更 短 些 . ] 


命题 9 


在 所 有 等 面 的 球 冠 中 ， 半 球体 积 景 大 . 


设 A4BA'B' 是 球 的 — T KE, AVER., QO 是 球 心 ， 没 球 被 
不 过 球 心 的 平面 所 截 , 该 面 牌 直 于 AA E M A), HAAF 
BB'， 球 冠 ABB' 亲 以 小 于 半球 《如 图 1), 或 太 于 半球 《如 图 25. 

设 DED'E' 是 另 一 碌 的 一 个 大 贺 ,， DPY EEI, CEPO. E 
广 忆 月 牌 直 于 DDD' 的 平面 截 球 ， 并 交大 贺 而 于 直 竹 EE'. 

ERRE ABB API DEE' 的 面相 等 . 

因为 两 面相 等 ， 所 以 AB= DE. [1.42, 43] 

ER 1 ih, AB:222AM: 和 AB 2A0. 

在 图 2 中 ，AB:<2AM’ 和 ABR DAO. 

Aie, WEE ASLEA K., E 


AR? = Jar, 


REOR M Z Fl, 
LAY AB =DE, TE” ARSCD. 
BE K. OAA) K BOSSAK, 延长 A'A 到 H, 使 得 
AK:AM= HA: AM, 
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由 合 比 ， (A'K + A'M) : A'M = HM: MA. (1) 
于 是 圆锥 HBB 32 Fk: ABB'. [命题 2] 
又 延长 CD RJ F. 使 得 CD=DF, 那么 圆锥 下 EE' 将 等 于 半球 
DEE'. [命题 2] 
今 AR : RA'> AM- MA', 
B AR? = + AB:= TAM -AA = AM- A'K. 
因此 
AR - RA! + RA AM MA + AM ` A'K, 
或 AA € AR> AM - MK 


=> HM AM, B (1). 
所 以 AA' : A' M> HM : AR, 


或 AB : BM2> HM: AR, 
即 AR? :8 HM : 24R， 因为 AB: = 2AR:, 
> HM : CF. 
这 样 ， 因 为 AR=CD, 或 CE. 
(以 EE' 为 直径 的 图 ) : (以 BB' 为 直径 的 贺 ) > HM : CF. 
由 此 得 到 


(E FEE) 一 《圆锥 HBB'), 
87 


k 12 A: + 1⁄8 


所 以 半球 DER RIERA TRE ABB 的 体积 . 


L] 见 这 个 命题 后 而 的 附注 . 
[2] 这 旱 在 和 希腊 原文 中 有 一 个 销 谋 , 似乎 艇 过 至 今 所 有 编辑 的 注意 .这 个 
iR i eav apa oulawlugy， ws zh A zpos rv Brxodrtoev THs 下， otan zy TY Tpos 
TAAT twa us my D, El, GE LEF XO “IRL IR KE ptt D: C= 
PP' :+ p. ”这 杯 是 正确 的 ,因为 我 们 将 有 
QF PV PY = PP : p. 
KOK AA 6388 UO WK ASI Y. MA BS E WFE PR E 
QV2 PV PV = p: PP., [Apollonius !.21] 

85 u 3 Px 8 38 iË 25 e Pk h JE 38 £ 2 SR h BE T `, S, 5 5k 8 2 S £ 9 HEK 

REAR E T 8 3D k SS i HALE — 4 89 389 05 Sk 3 3 f: b 3) 51 A 89 38 fE BJ 
会 犯 此 错误 ， 而 不 是 别人 犯 了 错误 而 自己 设 注意 到 ， 

[33 这 里 希 刚 原 文 重 现 相同 的 过 失 ， 如 p- 77 上 的 那个 注 . 
111 这 是 阿 基 米 德 的 急 子 的 箱 习 长 还 式 , 恺 疯 大 的 球 冠 巨 小 的 球 冠 的 出 “小 
于 大 球 冠 的 面 与 小 妹 冠 的 面 比 的 加 倍 Shane), 但 基 大 于 那个 比 的 一 倍 半 


( 人 oov ).” 
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俩 的 度量 


命题 1 


任何 一 个 咬 面 积 等 于 一 个 直角 三 角形 ， 它 的 类 直角 
的 一 边 等 于 留 的 半径 ， 而 另 一 边 等 于 图 的 周 长 . 


Ú ABCD 是 给 定 的 圆 ， 天 为 所 述 三 角形 . 


+ 
N 


那么 ， 如 果 圆 不 等 于 五 ， 它 必定 大 于 ， 不 然 就 小 于 天. 
1. 如 果 可 能 、 设 圆 大 于 K. 
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设 - :个 内 接 正 方形 为 ABCD, Y4 AB. BC. CD. DA. $% 
后 再 等 分 【〈 如 果 需 要 ) 其 一 半 ， 继 续 分 下 去 ， 直 至 以 分 点 为 顶点 
J k JE 3 E 85 2 2 81 T I 8 813; K A. 

这 样 者 边 形 面 积 大 十 K. 

设 AE 是 它 的 任意 一 边 ， 且 由 六 心口 作 OQN É AE. 

MJ ON 小 于 圆 的 半 么 , BBB K 中 夹 直角 的 一 边 , FL u, 
的 周 长 小 于 图 的 周 长 ， 即 小 于 K HAARA. 

所 以 ,多边形 的 面积 小 于 K; 这 与 已 知 条 件 了 矛盾， 

总 图 的 面积 不 大 于 K. 

I ,如 果 可 能 ， 设 圆 小 于 K. 

作 奸 切 正 方形 , 设 其 切 图 于 点 万 , 2f 的 两 相 邻 边 , S F T, F 
分 相 邻 两 切 点 间 的 王 避 在 分 点 上 和 作 切 钱 ,， 设 4 是 白天 五 的 中 点 ， 
且 FAG 为 4 上 的 切线 . 

则 和 角 TAG 是 一 个 直角 . 

故 TG >GA 

>GH 

于 是 三 角形 FTG 大 于 面积 TEAR 的 一 闪 . 

KM, MEM AH 被 平分 且 在 分 点 作 切 线 ， 就 可 以 从 面积 
GA 中 截 出 一 个 大于 它 的 一 半 的 面 . 

好 此 ， 继 续 这 种 作法 ， 最 终 将 作出 一 个 外 切 密 边 形 ， 在 它 与 
敬之 问 截 得 的 许 黎 空间 之 和 小 于 天 与 加 面积 之 差 . 

这 样 -- 末 ， 多 边 形 面 积 小 于 五 . 

现在 , 由 怠 作 多 过 形 任 意 一 边 的 牌 线 ， 它 等 于 图 的 半径 ， 这 
时 儿 边 形 的 周 长 大 于 圆 的 周 长 ， 于 是 得 到 多边 形 的 面积 大 于 三 角 
形 K; 这 是 不 可 能 的 . 

所 以 ， 图 面积 不 小 于 天， 

因而 ， 网 面积 那 不 大 于 叉 不 小 于 大， 它 就 等 于 它 . 
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命题 2 
一 个 足 商 积 比 它 的 责 径 上 的 正方 形 如 加 11 比 14 


[这 个 命题 的 原文 是 不 充分 的 , 何 基 米 德 不 会 把 它 放 在 命题 3 
之 前 ， 这 要 依赖 于 那个 命题 的 结论 , ] 


命题 3 


任 伺 一 个 名 所 与 它 的 直径 的 比 小 于 3 也 而 大 于 3 其 


[鉴于 源 自 阿 基 米 德 这 命题 算术 内 容 中 值得 注意 的 一 些 问题 ， 
当 它 再 一 次 则 现时 ， 必 须 小 心 区 分 原文 中 的 具体 步 台 ， 这 是 来 自 
一 些 { 密 为 欧 括 西 乌 斯 (Euiocius) 提供 的 中 间 步 又 一 一 为 使 推 
导 容 易 些 而 方便 给 出 的 ， 从 而 ， 所 存在 床 广 中 没 出 现 的 步 又 被 包 
含 在 方 括号 中 ， 为 的 是 能 清楚 省 到 阿 基 六 德 省 去 实际 计算 到 什么 
程度 而 只 是 给 出 结果 . 可 以 注意 到 他 给 出 两 个 v3 的 近似 分 数 
一 个 小 于 ,， 另 一 个 太 于 实际 值 ) 而 没有 解释 如 何 得 到 它们 的 . HJ 
样 ,一 些 不 是 完全 平方 的 天数 的 平方 根 也 直接 给 出 了 其 近似 值 . 这 
些 近 似 值 吧 希腊 算术 推导 ,一般 可 在 ch. iv 引 论 中 的 讨论 找到 . | 

I. 设 AB 是 任意 加 的 直径 ,人 〇 是 它 的 中 心 , AC 是 过 4 的 切 
线 ; 设 角 AOC 是 直角 的 三 分 之 一 


则 OA: AC [= “3 :1] >>285 : 153 (1) 

x OC: CA [=2 : 1] =306 : 153 (2) 
—. #EOD — 3 4y AOC B AC 于 D. 

现在 CO : QA=CD : DA TEucl. W. 3] 


办 此 [ (CO+OA) : QA=CA : DA, 或 者 ] 
(CO+OA) : CA=0A: AD. 
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所 以 [由 (1) 和 (2)] 

QA: AD > 571 > 153 (3) 
故 OD: : ADIT= (OA 十 AD): AD 

> (5712 + 153%): 1532) 

> 349450 : 23409, 


办 此 OD: DA> 591 z ' 153 (4) 
c 
D 
E 
F 
G 
ñ 
0 8 
第 二 ， 设 OE 二 等 分 角 4OD， 交 AD T E. 
[ 则 DO: QA = DE: EA, 
因此 (DO + OA) : DA = OA: AE] 
所 以 
OA: AE[ > (591 L +571): 153, A0 和 (4)] 
> 1162 È + 153 (5) 


出 此 可 得 
OE: : EA? 101162 £ + 1532) : 1532 


92 


= (1350534 s: + 23409) : 23409 


> 1373943 Š 2 : 23409] 


t OE: EA > 1172 z: 153 (6) 


m=, POF 二 等 分 和 AOE HS AE PFF. 
从 而 ， 我 们 可 以 得 出 结论 [对 应 于 53) 和 和 (511 


得 OA: AFE (1162 + -- 1172 Ë : 1553 


> 2334 — : 153 (7) 


[所 以 OF: :Fe {(2334 +> + 1532): 1532 


— 5472132 去 : : 23409] 


1 


ñf OF : FA 2339 1 ' 153 (8) 
第 四 ， 设 DG 二 等 分 角 AOF, % AF T G. 
我 们 得 到 

L) 


OA: AG > (2334 2 二 + 2339 —) : 153, H (7) 和 (8) 


> 4673: 153 
HA AOC 是 直角 的 三 分 之 --， 将 它 经 四 次 二 等 分 而 得 到 
sale 
Z AOCG = 18 Š TAM) 
EH OA 的 另 一 出 作 角 AOH 等 于 角 AOG, EK CA £ OH 
T H. 
ml ZGOH= 3: CAEM). 
那么 GH 是 已 知 圆 的 96 边 外 切 正 多 边 形 的 一 边 . 
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XAH OA: AG> 4673 -E : 153, 
这 里 AB = 20A,GH == 2AG, 
得 出 


AB : (96 边 多 边 形 的 癌 长 [>> 4673 L : 153 X 96) 


> 4673 3 : 14688. 


1 
667 — 
2 
得 是 M688 gy 2 
4673 >? 4673 z 
667 -L 
[<3 + z 
4673 > 
1 
<3 r 


所 以 加 的 周 长 〈 小 于 多 边 形 的 周 长 ) 更 小 于 3 二 乘 直 径 AB. 

1. 其 次 , ë AB ER MI B 46, H ie AC 交 圆 十 CC. E dB CAB 
等 于 直角 的 三 分 之 一 ， 连 结 BC 

则 AC: CBI = v3 :1]< 1351: 780. 

第 一 ， 设 AD S BAC HÆ BC T 2, ZAF D. 连结 
BD. 

WJ ZBAD= /dAC 

= ZdBD. 

HED, C B 86 36 E: B fB. 

可 得 二 角形 ADB, [AC4]. BDd 是 相似 的 . 


所 以 AD: DB= BD: Dd 
[= AC : Cd] 
= AB: Bd [Enci v1,3] 
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= AB + AC : Bd + Cd 


= ARB + AC : BC 
C 
D 
E 
F 
G 
B O A 
成 BA + AC : BC = AD: DB, 
{但 基 AC: CB < 1351 :1780, 由 以 上 ， 
这 时 BA: BC= 2:1 
= 1560 : 780 
所 以 AD: DB< 2911 : 780 (1) 
[ 故 AB? : BD (29112 + 7802) : 7802 
< 9082321 : 608400. ] 
这 样 AB: BDZ 3013 À : 780 (2) 


第 二 ， 设 AE 二 等 分 角 BAD, ZAFE 且 连 结 BE. 
那么 我 们 证 明 FP Bü B BI A. 
AE : EB[= BA — AD: BD 


< (3013 Žž 一 2911) : 780, H (1) m2] 


< 5924 1 : 780 
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. 3 4 4 
= NP4 £: s 一 
=< 5524 1 x G 7RO >< 13 
=< 1823: 240 《3》 
[L M AP: BE = (1823 + 2402) : 2400 


< 3380929 : 57600. ] 
所 以 AB : BE 1838 Z : 240 (4) 


B, H AF So BAE, ZAT F. 
BP AF: FBD —= BRA F AR: BE 


í 
= 3661 2 : 240, HED AAO] 


-gg Ov Ilog D 
7 3661 11 > N Z240 < 15 
< 1007 + 65 (5) 


[得 ABS: BFE 10072 + 662) : 662 
< 1018405 : 4356. ] 


所 以 AB: BF< 10959 + : 66 (6) 
Au. Bi BAF 被 AG S4, 2 BM T C. 


Mil AG: GB = BA + AF: BFE] 


< 2016-5: 66. HCD AG. 


[X AB:: BG {(2016 r : 667} : 66° 


= r L + aro ` 
< 4069284 == + 4356. ] 
EU AB: BGZ 2917 3 : 66 


由 此 BG: AB< 66 : 2017 3 


LHE, A BAG 是 把 角 BAC. 或 者 把 直 艇 的 三 分 之 --, 经 四 


(7) 


等 分 而 得 到 的 ， 等 于 一 个 直角 的 四 人 下 八 分 之 一 . 


这 样 在 中 心 对 着 BG HHE 
aC Ef) 


所 以 BG Ær së iF 96 边 形 的 一 个 进 . 
H (7) 得 到 


(多 过 形 的 周 长 ) : AB 96 X 66 : 2017 +] 


=> 6336 : 2017 L, 


目 6336 10 


进一步 得 到 图 的 周 长 大 于 3 ERAH. 
这 样 圆周 与 直径 的 比 

1 10 

小 于 3 7 而 大 于 3 7T 


[I] CAH E R GA. CH AW AH 所 围 成 . 
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一 论 臂 锥 曲面 体 与 旋转 椭圆 体 一 


3] 全 01 


“ 阿 基 米 德 致 郴 多 是 修 斯 (Dositheus). 

在 这 本 书 中 ， 我 给 出 了 剩 下 的 一 些 定理 的 证 明 并 宕 给 你 ， 它 
不 包括 以 前 寄 给 你 的 那些 定理 ， 有 一 些 是 后 来 发 现 的 ， 在 先前 我 
试 着 纵 出 它们 的 征明， 但 没有 成 功 ， 因 为 我 发 现 有 不 少 困难 ， 这 
也 是 直到 现在 没有 把 它们 会 开 的 原因 . 后 来 经 过 我 仔细 的 研究 , 找 
到 了 以 前 失败 的 原 壬 所 在 . 

以 前 测 下 的 那些 定理 是 关于 直角 豆 锥 曲面 体 [旋转 抛物 而 1 的 
命 亚 ;我 现在 增加 的 有 是 发 现 有 关 钝 角 壁 锥 曲面 体 [ 旋 转 双 曲面 ] 和 
旋转 椭圆 体 的 , 其 中 -- 些 我 称 为 长 酉 贺 形 的 【rapepansa)， 而 另 -- 
些 称 为 饥 平 形 的 (trerAaren). 

L. 关于 直角 尽 舱 曲面 体 , 它 是 如 下 规定 的 . 如 果 直 角 圆 锥 的 
AO [ 秽 物 线 ] 绕 其 固定 轴 旋 转 后 加 到 它 开始 的 位 置 ， 把 这 个 出 
直角 圆锥 的 截 口 所 产生 的 图 形 称 为 直角 臂 锥 曲面 体 ， 保持 位 置 不 
变 的 轴 称 为 曲面 体 的 轴 , 而 把 轴 与 曲面 体 表面 相交 Correre) 的 点 
称 为 直角 句 锥 曲面 体 的 项 点 . 如 果 一 平面 与 址 第 璧 锥 曲 商 体 相 切 ， 
另 -与 切 壮 面 平 行 的 平面 截面 曲 体 得 — RR PU AK Ez F üN i BH En 
体 的 截 口 截 出 的 部 分 ， 称 为 截 段 的 底 ， 截 段 的 项 点 是 第 一 个 平 而 
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SB HK AD A. BE M a EAR Er B D t5 Í E bk BJ aF 41 09 
直线 被 戴 在 截 段 内 的 部 分 . 

由 定义 可 提出 如 下 问题 ， 

(1) 如 果 几 季 直 于 加 的 平面 截 直角 劈 锥 曲面 体 得 一 截 段 ， 这 
个 截 段 比 同 底 同 轴 的 圆锥 的 体积 大 一 倍 ， 这 是 为 什么 ? 以 及 

(2) 如 果 用 两 个 平面 以 任何 方式 截 丰 角 臂 锥 曲面 体 得 两 个 截 
段 ， 此 商 截 段 的 体积 之 比 是 其 轴 的 平方 之 出 ， 这 是 为 什么 ? 

1 .关于 钝 角 臂 锥 曲 而 体 ,我 们 居 依 照 下 述 方法 规定 的 , 如 果 
钝 角 圆 锥 的 截 口 { 双 山 线 ]， 它 的 轴 和 最 靠近 截 口 的 直线 [ 即 双 曲 
线 的 浙 近 线 ] 在 一 个 平面 上 ， 且 其 轴 保 持 不 动 ， 而 包含 上 述 直 线 
的 平面 绕 轴 旋转 又 加 到 开始 的 位 置 ， 那 么 最 舍 近 馆 角 辣 锥 截 品 的 
直线 [次 近 线 ] 将 产生 一 个 等 腰 圆 锥 ， 该 圆锥 的 顶点 是 浙 近 线 的 
交点 ， 它 的 轴 将 是 保持 固定 的 双 曲 线 的 轴 ， 把 这 个 直 钝 角 圆 锥 的 
截 口 产 生 的 图 还 称 为 钝 角 侠 锥 曲面 体 [旋转 双 曲 面 ]， 曲 面体 的 轴 
就 是 双 曲 线 的 轴 , 轴 与 曲面 体 表面 的 交点 称 为 臂 锥 曲面 体 的 顶点 ， 
由 圆锥 截 打 的 新 近 线 产生 的 圆锥 称 为 包 络 锥 (xepeeXewv ro revos- 
es) , 钝 角 慌 锥 则 面体 的 预 点 和 包 络 锥 顶点 间 的 连 线 称 为 加 的 邻接 
直线 〈roreouee reo atox). 如 果 --: 半 面 与 钝 稍 劈 锥 曲面 栖 相 切 , 5 
一 与 切 平面 平行 的 平面 截 曲 曾 体 得 一 截 段 ， 截 段 的 底 是 加 面体 的 
截 口 在 截 朋 平面 上 截 出 的 一 部 分 ， 截 段 的 顶点 是 切 平 面 与 曲面 体 
的 切 点 , 截 段 前 轴 是 直 截 段 的 项 点 和 包 络 难 的 项 点 连接 的 直线 ;上 
述 两 顶点 的 连 线 称 为 辕 的 邻接 直线 . 

所 有 的 直角 辟 锥 曲面 体 是 相似 的 ， 而 钝 角 臂 锥 则 面体 的 相 伺 
是 指 它们 的 包 络 锥 相似 

由 上 述 揭 定义 可 提出 以 下 问题 . 

(1) 如 果 用 一直 于 轴 的 平面 截 钝 第 侠 锥 曲面 体 得 一 截 段 ， 那 
么 这 个 截 段 的 体积 与 同 底 同 轴 的 圆锥 的 恒 积 之 比 等 于 下 述 两 个 和 
之 比 ， 其 一 是 轴 与 轴 的 邻接 线段 的 三 倍 的 和 ， 另 一 个 是 轴 与 轴 的 
邻接 线段 的 二 倍 的 和 .这 是 为 什么 ? 以 及 
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(2 WRAAE TAREA B E E RE. X 
TRR pk nt t UE Bh B) B| ARED (arorpzayia navo) 的 体积 
ZEST F t Bj n H- EMREN EZA 
另 - EiS BB 0 464228 Fp OLZA. EAA? 

". 关于 旋转 椭 贺 体 , 它 是 如 下 定义 的 . ME AA E R 
DARI 绕 其 保持 固定 不 动 的 长 输 旋 转 ， 后 又 回 到 它 开始 的 位 置 ， 
这 个 由 锐 傅 出 锥 的 截 口 产生 的 立体 图 形 称 为 旋转 奖 圆 体 (xapaza- 
KES afapoeiĝes). Rn OA FH EREMO [RI] 绕 其 保持 辐 定 不 动 
的 短 轴 旋转 ， 后 交加 到 它 开 始 的 位 署 ， 这 个 下 锐角 男 狂 的 截 口 产 
生 的 立体 图 形 称 为 扁 中 形 旋 转 椭 圆 体 (sreriaro ofarpoerBes). 在 两 
类 旋转 芽 贺 体 中 ， 其 轴 是 保持 固定 不 动 的 椭 国 的 长 轴 或 短 办， 其 
质点 是 轴 与 旋转 梢 贺 体 表面 的 交点 ， 中 心 是 轴 的 中 点 ， 上 其 冯 径 足 
过 中 心 与 轴 重 直 的 直线 ， 如 果 -平面 和 旋转 椭 贺 体 相 妨 ， 不 是 相 
规 ， 而 另 一 与 切 平面 平行 的 平面 截 旋转 横 圆 体 得 一 截 段 ， 把 在 规 
段 半 面 上 旋转 椭圆 体 的 截 口 部 分 称 为 秦 段 的 廊 ， 截 段 的 顶点 是 切 
平面 与 旋转 精 网 体 的 切 点 ， 截 段 的 轴 足 截 眉 的 顶点 与 旋转 椭圆 体 
的 大 点 的 连 线 在 截 段 内 的 部 分 ， 我 们 将 评 明 ， 如 果 两 个 煤 画 和 族 
转 椭 贺 体 的 表面 仪 切 于 一 点 ， 那 么 爽 妆 点 的 连 线 将 通过 旋转 椭圆 
体 的 中 心 。 旋 转 视 圆 体 相似 是 措 它们 的 轴 与 “直径 ”之 比 是 相 癌 
的 ， 旋 转 桶 图 体 和 辟 锥 曲面 体 的 截 段 的 相似 ， 是 指 它们 截 自 相 似 
的 立体 图 撒 ， 底 面相 似 ， 轴 与 底 量 事 直 或 与 底面 的 直径 成 相同 的 
角 ， 间 与 底面 的 町 之 比 相同 . 

由 上 述 定义 可 提出 如 下 问题 . 

(1) DRRR AEEA Gor, HEA TART RES 
BGE. Ai TERRES I iA 38 P ROhalg ld Ah G BR K ERAS AA Ti 
w PER ETTARI ER h Bf, 则 Ga) 由 此 得 到 
HEBE X: ñ AR Et ñ 14 B! t 3 EIR iÀ 58 Bhg AAEM ERZ E g + F E 
线段 之 比 ,其 -E Me 55 80 B PK 03 Bh B E 1; 589 565 88 Et b 58 A, 
另 一 是 较 小 的 截 段 的 轴 、 以 及 (b) 较 小 的 截 段 的 体积 与 其 同 底 同 
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轴 的 赔 锥 的 体积 之 比 电 等 于 下 述 两 线段 之 比 ， 其 一 是 旋转 精 吧 体 
的 轴 的 一 半 与 较 大 截 外 的 轴 之 和 ， 另 -- 是 较 太 的 截 段 的 轴 ;， 这 是 
为 什么 ? 

(2) 如 果 用 过 旋转 椭圆 体 的 中 心 但 不 垂直 于 轴 的 事 面 截 旋转 
酉 现 订 ， 那 么 所 得 截 段 的 体积 将 是 下 述 立 体 体 积 的 两 伴 ， 这 个 立 
体 是 与 上 述 稚 段 具有 相同 的 底 和 和 轴 的 加 锥 截 眉 站. 这 又 是 为 什么 ? 

(3) 但 是 ， 如 果 用 既 不 过 旋转 椭圆 体 的 中 心 ， 又 不 重 直 于 其 
轴 的 平面 截 旋 转 柄 圆 体 , 那么 (a) 由 此 每 到 的 两 个 截 段 中 ， 较 大 
截 段 的 体积 与 其 网 底 同 轴 的 立体 的 体积 之 比 等 于 下 述 两 线 锋 之 
比 ， 其 一 是 两 截 段 项 点 连 线 的 一 半 与 较 小 的 截 身 的 轴 之 和 ， 另 一 
是 较 小 的 截 段 的 轴 ， 且 (5 较 小 截 段 的 体积 与 其 同 底 同 轴 的 立体 
的 体积 之 比 也 是 两 线段 之 比 ， 其 一 是 两 截 段 顶点 连 线 的 -- 半 与 较 
大 的 截 段 的 轴 之 和 ， 另 一 基 较 大 截 段 的 轴 . 这 里 所 说 的 立体 也 是 
BERE 

当前 述 定理 被 证 明 后 ,由 证 明 的 方法 可 发 现 许多 定理 和 问题 . 

例如 ， 下 面 的 定理 

C1) 相似 的 旋转 棋 圆 体 和 旋转 椭圆 体 以 及 臂 锥 曲面 体 的 相似 
截 段 的 体积 之 比 是 它们 轴 之 比 的 三 倍 . 

(2) 导 积 相等 的 旋转 坑 贺 体 其 直径 的 平方 号 轴 成 反比 , 并 用 ， 
车 在 一 些 旋 转 棍 圆 体 中 ， 其 直径 平方 与 轴 成 有 反比， 则 这 些 旋转 椭 
圆 体 的 体积 相等 . 

也 有 下 面 的 一 些 问 题 ， 若 用 平行 于 一 已 知 平面 的 平面 截 某 -- 
给 定 的 旋转 李 圆 体 或 辟 锥 曲面 体 ， 能 否 使 所 得 截 段 的 体积 等 于 一 
已 知 的 辆 锥 、 贺 柱 或 妹 的 体积 . 

Amo ÆW T Bü T 一 些 定理 和 问题 (Encraypara) 需要 证 明 
的 必要 性 后 ， 我 将 继续 向 大 家 阐释 命题 本 身 ， 再会. 

定义 

如 果 用 积 图 维 的 母线 都 相交 的 平面 戴 较 锥 ， 那 么 其 截 口 赣 人 么 
ER. 要 么 是 锐角 圆锥 的 截 口 [机 畔 ]、， 如果 截 口 是 贺 ,那么 从 贺 
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e =m 


欠 Y. 49 U BU fn DU E F. A FB) TR AR Bz 18 e — +i $e. dH JE. WH 
果 截 11 ERABEREAN]. DU A E F a 89 a A E R 
#i i [E] Tñ x B) #R Ez PR 2J Pi 8k Sk Er. MEA # F Id E 695 A IB] BE B) 
截 口 称 为 截 段 的 底 ， 它 的 项 点 是 圆锥 的 项 点 ， 它 的 轴 是 连接 圆锥 
项 点 和 锐角 贺 锥 截 人 中 心 的 直线 . 

如 果 两 平行 平面 和 - -圆柱 的 母线 都 相交 ， 那 么 截 口 要 人 么 是 两 
TB, 要么 是 两 个 相同 或 相似 的 锐角 圆锥 的 截 口 上 梢 圆 ]. 如 果 截 
口 是 贺 ,那么 介 于 两 平行 半 面 之 间 的 立体 图 形 将 是 圆柱- 但 是 ， 
如 果 截 口 是 锐 角 圆 锥 的 截 口 L 椭 为 ], 则 把 介 于 两 平行 平面 之 癌 的 
立体 图 形 称 为 圆柱 的 平头 截 体 (roros), 把 包含 在 平面 上 锐角 圆锥 
的 截 口 [椭圆], 称 为 平头 截 体 的 底 ,， 它 的 轴 定 义 作 两 锐角 圆锥 截 
[1 的 中 心 连 线 ， 其 日 的 是 将 它 的 轴 和 圆柱 的 轴 看 成 同一 条 直线 .” 


引 理 


WR A Ar es An 组 成 一 个 单调 递增 自 公 差 等 于 
首 项 A 的 算术 级 数 ， 则 
r + A, < 2(A, + À, + + + An) 
B > RA + À, + =: + A,-12. 


[在 关于 螺 线 的 论文 中 ,命题 11 附带 地 给 出 了 证 明 - DJ kë > 
德 用 线段 表示 级 数 中 的 项 ， 然 后 把 每 一 条 线段 延长 使 其 等 于 级 数 
中 的 最 大 项 ， 笃 出 了 奶 下 等 价 的 壕 明 ， 

若 记 S= A FA t e + Ari F As 


也 有 S.,= A, + A, , + À, ,十 … 十 4 
而 A + A, = A, + Ape = = = A, 
所 以 2S,= G + DA, 


2 了 


因此 a A Sps 
以 及 n + A> Sp 
Wik, WORSE a, Za, =", na, 

— n(n + 1) 
S, = — a 


n'a 29 


> 25, J 


È m 


命题 1 


. 如果 M Bas Cyr ts KI A Bi, Ón , KÆ 
BORTAR BAE í oo 
A; : B, = Ay * B, ， I } (a) 
B: Ci = B, Op 8858 " 
Ti As Bays. Gir "ry Ks F Aa» Bar Oa = Ra ERIA 
个 级 数 ; 县 | | 
: ; Ai š A, =A t Aas ü 
B, : B, = B: wal 


| (B) 
pi (A, 二 日 + CG, + =+ + K.) A + B; + 


C3 十 … + Ka) 
= (A+ B, + Cp Es H KO + CA + B. + 
` Cy t = TK. 
EAF. 
因 为 A. : A= A, Azs 
E A : B.= A, : B,, 
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2 2 = Gss 


——— 


B. = HBH,= B; : Bas 


而 
显然 有 ， Aat B, = A, : B, l O) 
同 理 B: Cı = R, : C, , % S 
LUFRE Ca) 有 
A, : A,= B, : B, = C, : C, = +=, 
Kie 
A: A,=- (A HB HEC + eH K.) : 
CA, + B, + = + Ka), 
或 者 
CAL B +C T. K): A, 
= (A; + PB; + C, + = + K,) š Ag; 
x Aí: A; = A, : A’ 


而 由 等 式 组 (Y) 用 同样 的 方法 可 得 
Art (A, + B, + C, — + K) 
= A, : (A, — B, + C, + + +K). 


由 最 后 三 个 等 式 ， 显 然 有 ， 
CA T+ B. +C ++ + K): (A, T B, + C, + = + K.) 


= (A, + B, +C, + == 1 Koi (A, k B, +C, + = HK) 
推论 ”如 果 在 第 三 和 第 四 个 级 数 中 任意 去 掉 相 应 于 第 一 和 第 
二 个 级 数 中 的 项 , 则 结果 不 变 . 例如 , 如果 缺 少 最 后 的 项 K, Ki 
(A +H B +C + = + K.) : CA, + B, + C, + = + 1.) 
= (A, + B, +C, + + K.) A, + B, + C, + + 1). 
这 里 用 了 直接 取代 每 个 级 数 中 的 五 即 可 . 
命题 2 的 引 理 


[关于 螺 线 ， 命 题 10] 
如 党 Ais Aps Azs *... A, Ë n 条 线段 构成 的 一 个 单 


调 递 增 县 公差 等 于 首 硕 A 的 算术 级 数 ， 则 
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ee @ 


(n + DA + A Uh, + Á, + A, + =: + An) 
TOET + A + = + A. 


A: A2 An-3 An-2 An. 
Ån Ana An-2 As A: An 


将 线段 4,, A... . A... t A, 从 左 到 右 排 成 一 排 . #EK 4,_1， 
4,-a，…，4， 使 得 它们 都 等 于 4,， 所 延长 的 部 分 分 别 等 于 A, 
Azs o, Ann 

就 每 条 线段 而 言 ， 我 们 有 

2A:=— 242， 
(A, 十 4 2 一 Af 十 A:_ ,十 24 < Anis 
(A, 十 An- A H A + 2A, * A, :， 


《4 十 4 一 4 十 4 十 24 :A 
并 相 如 ， 
(m + DASA + A3 + e t AF) 
+ 2A, -An-ı 十 2A, " An- 2 十 十 2A, 1 A, 
因此 ， 为 得 到 需要 的 结果 ， 我 们 要 证 明 
2(A, : A, , + A, e Ana tee t Aa * AD + 
ACA + A, + À, + e + A.) 
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= A} + Aš + + As. 
而 2A, A = A A 2, 因为 A 一 24 
2A, Ana = A, 64 因为 As 一 34，， 
24 A, = A, 20 一 1)4 
所 以 
204 A + A, t Ana Hon + A. L AD + 
ACA, + A, — + + A.) 


= AtA, + 3A, 1 + 5A,-, + + + (2n — DA}. 


可 以 证 明 上 式 就 等 于 
A: + A; + = + AR 
W AAS A.G + A.) 
= A. TA, + (n — 15A,) 
= ATA, + 2A I TA, I bus + AD). 
因为 ta — DA =A tA 
+ A... + A; 


T A, + An- 
HA 
A2 = A TA... + Ana + Ana tHo +A) 


A= A A, + 2A). 
A= A. As 
He. Hmi 
A t Apto + A 


= A iA, + 3A, -1 十 SAn- poe + (2n — DA, }. 


这 个 等 式 说 明 (a 式 为 真 ， 也 就 证 明了 
(r + DAH ALA + A t A toer A) 
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(a) 


DEROTA SERGE @ 


= 3 (Aj + A; + --- + AD. 
推论 1 由 些 引 理 显然 可 得 


n + À: =< ICAR + Aš + + + A). (1) 
如 上 上 所 述 ， 
AS A iA, + 2A 十 4 十 十 4 
因而 AD> AA, + A... + -- A), 
所 以 A; + ACA + A, + = + AD =< 2AL 
由 命题 可 得 到 
a + À; > 3CA; + AF p oe H AEN (2) 


推论 2 如 果 我 们 用 同样 的 数字 以 正方 形 代替 线段 时 ， 所 有 
的 结论 也 成 立 ; 因为 同样 的 数字 在 正方 形 的 边 上 比例 是 完全 一 样 
的 ， 

[以 上 命题 用 As Anr eA E a, 2a, 3a, ona ENTE 
现 证 明 的 几何 特性 ; 但 是 ， 如 果 现 在 我 们 用 后 一 组 项 代替 结 论 中 
的 前 一 组 项 ， 我 们 将 有 (1) 

(a + 1)n'a? + ala + 2a + += + na) 
= 3ta` + (aY + (3a): j+ == + (ma), 
所 以 a + (aY + GaY + + + (na)? 


= c p a p n T 1, 
3 2 
一 oa PA + DOnt 1) 
5 . 
也 有 (2] xt < 3012 + 224 32 j. 十 n2)， 
以 及 (3) mr 3012 + 224 32 + -- + (n — 1). ] 
命题 2 


如 果 An Ap s A; 旺 -- 组 并 示 面积 的 数 全 m 


I A saxta? 
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A, 一 站 s 2x+ (252, 
A =a + 3x+ (3x2, 
A,.=a + nx+ (nx, 


则 
a Hx 
ne Ant Wit Ate ADL atO :《 志 十 他) 以 及 


n° A. : (A, HAt + À...) 


=z(a+nx) : (+. 


AA. RAIHA 1 的 引 理 立即 有 ， 
acant Jlar +a ~ 2r + + b 2 nz), 
了 以太 > 2[ar + ar 2z + = tarla ir] 
由 此 命题 前 面 的 推论 ， 也 有 ， 
ne (azy al Bat t Gry t Grd t oee H inry) 
以 中 六 3 和 十 527 六 十 十 [Ge 一 区 下 
因此 ， 


ant. ninr)? 
2 十 3 


=< Liar + r j+ fa + 2z + (22)2) 十 
+ la rnr + (nz)°)], 


以 及 
> [liar + zz) + la 2r + ry) + ++ 
+ (a+ m — Dr + [G — 121; 1, 
或 2 十 A+ A, + == + A, 
R = A, + A, + --- + A, ,. 
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由 此 可 得 ， 
ne Aat (A, + A, + + + AD < nta * nz + iar)’ h: 
{LT ninry 


p + ts 


R ont Ant Ait A, + = + A) < (a tnr) E H; 
Pl ga 
n At (A, + À, H = + A, > (a + nz) t ($ + Z). 


2 3 
命题 3 


(1 JS TP, TP 是 任 圳 一 个 哟 锥 曲线 的 两 条 相交 于 
T 的 切线 , Hü Qg; Q'g 是 两 荣 分 别 平 行 了 7P, 7P' 且 相交 
O65997. HH 
QO + Oq : OO + Oq' = TP? : TP'š, 


“证明 见 圆锥 曲线 基础 . 和” 


(2) 如 沫 抛物 线 的 一 莱 继 QQ 被 径 PV 平分 于 V, B 
PV REK, 那么 不 论 QQ 的 方向 如 何 , 三 角形 PAO 的 面 
积 与 号 形 PQay' 的 面积 都 是 定数 . 


设 ABBE EMAA ARMAR- -个 弓形 ， 履 召 被 轴 短 直 平 
分 于 再， 而 AH= PV. 
作 QD 垂直 于 PV. 
设 p, 是 一 维 标 参数 ， 而 p 是 另 一 条 线段 ， 其 长 度 满 足 
QV? : QD = pi pa 
则 将 证 明 p 等 于 径 PV 的 纵 标 参 数 ， 即 它 平 行 填 QV. 
“IE BH W B) H RUI” 
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T ”| 
因此 QV = >p + PV. 
H BI = p. * AH.m AH = PV, 
所 以 QV: : BH:= b: pus 
但 是 人 QD = pi pa 
因此 BII= QD. 
ik HH AH= QD . pV. 
所 以 AABB = APQQ ， 


即 就 是 ， 只 要 PV 是 定 长 ， 三 角形 POQ 的 面积 就 是 定数 . 
因为 号 形 PQQ t H RS T APOQ ， 所 以 在 相同 的 条 件 
下 , SE PQQ' 的 面积 也 是 常数 . "抛物 线 的 面积 , 命题 17 或 24. ] 
命题 4 


任何 权 见 的 克 积 与 其 辅助 贺 等 积 之 比 等 于 其 短 轴 与 
kzit. | 


BAA, BE SARRE KERRO B 玉 与 辅助 圆 交 于 5， 


DS @ 


H O ERE F 2& FE 89 IsSl 
cB A6A'6) : O = CA : CB. 
UEA R O B T #1 3 T fh IB] ñ uq R. 
EW, W O 6 S 2 KF, 3EZ TA M t aR. 
1. Et O HARA T W I] BJ R. 


我 们 可 在 口内 作 - -内 接 正 435, EH PU T ES BJ Ei 
M. [参见 关于 《 论 球 和 圆柱 》 1.6] 

EIFE, fE H A W h AA EPEE dn 边 形 AefbghA H, HBO 
内 的 正 dn WEA, eM, fN. 0e 5 AA E 58 3E2Y U 55 e 
FE, F, œ, E AE. EF, FB, =, 

设 P' 表 示 内 接 于 辅助 图 中 正 45 边 形 的 面积 ，P 表示 内 接 于 
精 图 中 和 多边 形 的 面积 . 

因为 eM，JN，-… 均 以 相同 的 比例 市 桶 贺 十 到 ， 玉 ，… 
即 eM: EM = fN : FN =- = bC : BC, 
所 以 每 -对 三 角形 ， 如 三 角形 AM. EAM, 以 及 每 一 对 梯形 ， 如 
梯形 eMNf， EMNF, 它们 的 面积 之 比 相 同 , BD ;C : BC m CA: 
CB. 

所 以 ， 相 胡可 得 ， 
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© JEXEZIE 


a 


Pr:P=CA:CB., 
而 P' : (BH 8 q tE E 47 边 形 ) 
= (H AbA'FH): O 
= CA: CR, CHi]. 
所 以 了 等 于 心 的 内 接 正 An 进 形 的 面积 . 
全 这 基 不 可 能 的 ,由 假设 圆 的 芋 42 边 形 的 而 积 大 于 椭 加 的 面 
积 ， 进 而 大 于 P. 
因此 总 的 面积 不 大 于 椭圆 的 面积 . 
1. 设 吕 前 面积 小 于 椭圆 的 面积 . 
在 此 情形 下 , 我 们 可 在 椭圆 内 必 -- 边 都 相等 的 46 边 形 了 ,使 
得 PO. 
从 An 边 形 的 顶点 分 别 必 轴 44' 的 二线 与 辅助 贺 相 交 ,在 辅助 
贺 中 作 相 应 的 正 4n 边 形 (P'). 
E O PHS PRE 4n 边 形 ， 
pij P': P= CA : CR 
= (A AbA' E): O, 由 假设 ， 
= P : (O PARE 4n HË). 
BE. O RARE 4a WEARERS TEE P 的 面积 ; E 
不 可 能 的 ， 因 为 五 全 六 
既然 O 的 面积 不 大 于 ， 也 不 小 于 本 园 的 面积 所 以 只 能 与 本 
圆 的 面积 相等 ， 这 即 为 需要 的 结论 ， 


命题 5 


如 果 AA. BB' 分 别 是 燃 阅 的 长 轴 和 敌 轴 ,而 d 是 任 
一 圆 的 直径 ， 则 
( 椭 罗 的 面 税 } :〈 辆 的 面积 = AA' ,88’ : i. 
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——— Aa zm 


因为 

{椭圆 的 面积 ): (辅助 图 的 面积 ?= BB' AA [AA] 
而 

(辅助 回 的 和 面积) : C r 18 9 d 的 圆 的 面积 ) 一 AA'2 E. 
由 此 可 得 需要 的 结论 ， 


命题 6 


一 组 构 辆 的 面积 之 比 等 于 其 辕 构 成 的 窍 形 的 面积 之 
比 . 


个 结论 可 由 命题 4, 5 立即 得 到 . 
推论 -组 相仿 的 桶 加 的 面积 之 比 等 于 其 相应 的 轴 构 或 的 矩 
形 的 面积 之 比 . 


命题 7 了 


GE PUN CARA, H CO s B TNS Pr ZE 
的 平面 , 那么 将 存在 以 点 口 为 顶点 的 国 锥 , EB4S IL SB 7 
HBA LRE. 换 名 话说, 可 以 找到 一 个 以 口 为 顶点 的 
B. CARENA]. 


设想 OBE EB j a SH E. # # 8 rE M F CoO 
ERA FANE Yah., F O FFE Se BL EB IM S. E Z 
OB. OC, OB', ÆW :平面 内 作 BED, Sa OC, OBM yE 
长 线 十 E, D, AJ ml. H 
BE + ED + FO = CA: : CO’, 
这 里 CA BB BI 89 t< F 38. 
“这 是 可 能 的 ， 因 为 


@ =E == 


Ee 


BE + ED : FY > BC + CE :CO,” 
{ 申 构造 过 程 和 该 命题 可 假定 是 已 知 的 , ] 

现在 设想 -个 以 BD HARRAN ETAS AEH. H 
作 一 个 以 该 关 为 底 ， 以 口 为 原点 的 同 锥 . 


我 们 将 证 明 给 定 的 椭圆 县 该 加 纵 的 OFORI, sk. mR P 
MEIE- MJ P A: BE bu Em E. 

EPN BET BB'， 连 结 ON ERZ BD T M. ER MQ 
fE) BD 为 直径 的 圆 而 上 ， 有 内 垂直 于 BD SBS T Q, X FG. 
HK iht E, M, HFEF BB'、 

我 们 有 

QM: HM: MK= BD- MD: HM - MK 

= BE + ED: FE- EG 
— (BE - ED: EQ?) + (EO : FE + EG) 
= (CA: : CO2) + (CO : BC CB') 
= CA : CR 
= PN : BN - NË'. 

因此 QA: PN IIM :MK : BN - NËE' 
= OM : ON*; 
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XB3 PN. QM Fir, MA OPQ 在 一 条 直线 上 . 

但 已 在 以 BD 为 直径 的 圆周 上 ， 所 以 ，OQ EREK -2A 
ko Am P ERE HE. 
因 些 ， 圆 难过 椭 加 上 所 有 的 点 . 


命题 8 


给 定 一 椭 加 ,一 平 曾 过 其 轴 AA 县 登 喜 于 其 所 在 的 平 
m. BLP, 在 络 定 的 平 而 上 过 AA' 作 直线 CGO， 
GREEF AA*.， 部 么 将 逢 在 一 个 以 点 O PARRE, 
使 得 椭 史 为 其 一 截 线 [ 泪 省 , 损 句 话说 , 能 找到 一 个 以 
为 项 点 的 赠 鹤 ， 其 表 党 通过 焰 急 的 周 界 J 


由 假设 ,OO4 与 0.4' 不 相等 ,延长 DA' 到 使 得 OA 二 OD. 连 
结 4D， 过 己 作 FG 与 AD 平行 . 

设想 一 过 AD 的 平面 与 纸 平 面 垂直 ,大 下 述 两 种 情况 , (a) 如 
R CBR = FC + CG, 则 在 该 平 闸 内 作 -HI AD KA., (O) FE 
起 不成立 , 则 在 该 平面 内 作 一 椭圆 ;使 4 为 其 一 轴 ,4 为 另 一 轴 ， 
AWE, 

da AD = CB: : FC + CG. 

ETERO 为 项 点 的 圆锥 ， 其 表面 过 上 述 的 圆 或 三 图 .由 命 
题 ? 可知 该 构造 是 可 能 的 .经 便当 曲线 是 棋 贺 时 .因为 由 已 到 .44 
中 点 的 连 线 与 桶 贺 所 在 的 平面 雁 直 ， 

RP EREE HEHE :点 ,我 们 只 要 证 明 忆 在 上 述 留 锥 的 
表面 上 即 可 ， 

作 PN ERTAN, EIRON ESE £ AD F M. yÇ M fE 
HIK Wir AA 

最 后 ， 作 MQ s PU T'HE3E Bi (Akit A F HK 和 AD) Z 
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与 AD 相关 的 棋 圆 或 加 〔 即 圆锥 的 表面 ) 于 Q. 
那么 
QM’: HM - MK= (QM: : DM - MA) - (DM +- MA: HM MK 
= (dš i AD?) + (FC + CG: AC + CA) 
= (CBE: FC + CG) CFC + CG A CA) 
= CR: : CA 
— PN2 : A'N NA. 
HEA, 
QM: PN’= HM : MK: ANNA 
= OM? : ON. 
既然 PN. QM 平行 ,所 以 QPQ 在 :条 直线 上 ;: matti 
Fo Ast P tE mi E. 
类 似 地 ， 椭 贺 上 上 所 有 的 点 都 在 锥 而 上 ， 央 此 椭圆 是 圆锥 的 - - 
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命题 9 


给 定 一 棋 畴 ， 一 平 获 过 其 一 轴 身 大 站 于 它 所 在 的 平 
m, 在 给 定 的 平 蜀 内 过 术 网 的 中 心 CEE CO, 但 不 每 
直 于 椭 因 的 轴 , 则 存在 以 Oc HERDET. 使 得 给 定 的 
HANARA [或 者 , 换 色 话说 ， 能 找到 以 OC 为 轴线 的 
欧 柱 ， 其 六 南通 过 给 定 椭 器 的 周 界 ]. 


设 AA ERAR- - 轴 , 并 假定 椭圆 所 在 的 平面 于 上 直 于 纸 平 而 ， 
使 OC 在 纸 平面 上 . 
作 AD，A'E 平行 于 CO, 使 得 DE 8 O REAT AD. A'E. 


A 

3805 MiA EB, 04 HE E N DE fr — #h À l] 
的 情况 《1) 相等 ，(2) 大 于 ， 或 者 〈《3) 小于. 

(1) 设 BE = DE. 

作 过 五 五 的 平面 且 和 ec 垂直 ， 在 该 平面 上 作 以 DE 为 直径 
的 圆 ， 通 过 该 圆 作 以 OC 为 轴线 的 图 柱 . 

这 个 留 柱 即 为 所 需要 的 . 也 即 其 表面 过 椭圆 上 答 - -点 

AA. r EREA -点 , 作 PN 垂直 于 A444'; 过 N 作 和 NM 
MAY CO £ DE T M. EA DE 23 8 t$ BJ B] E £ BJ V.B E, +P M 
# MQ EAT DE 2 B) 8 T Q. 

则 ;因为 DE= BB', 
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PNG AN + NA' = DO:: AC + CA', 

B DM:ME: AN ° NA = DO : AC, 

这 是 因为 AD, NM, CO, AE 是 平行 的 . 
因此 ， PN2= DM - ME 
= QM’, 
由 圆 的 性 质 可 得 . 

既然 PN, QM FATH33, 所 以 PQ 与 MN, CO 平行 ， 由 
此 可 得 PQ MEB BES FCD Rf P. 

(2) 设 BB >DE, 延长 A'E | E, Wi DP'= BEBE', HES 
WF E ËL B W EEA DE' 为 直径 的 贺 ; 构造 过 程 和 证 明 的 上 其 
它 部 分 和 情形 (1) ÆW. 

(3) W BB 一 五 五 . 

在 CO 的 延长 缆 上 取 一 点 下 使 得 

DO: — CR? = OR”, 

it K #E KR 垂直 于 纸 平面 且 CB 相等 . 

因此 OR? = OK: + CE = OD. 


在 包含 DE. OR 的 平面 上 ， UDE 为 直径 的 加 ,过 该 贺 作 
以 OC 为 轴 组 的 圆 梓 . 


我 们 将 证 明 , 如 果 也是 给 定 桶 贺 上 的 任 -- 点 , 则 六 在 所 作 的 
HHE F. 
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— Aa =s — aF 


# PN EAT 44' 8 N ENM 3-4 í F CO $ DEF FM, 在 
以 DE 为 直径 的 图 所 在 的 平面 上 , 作 MQ EAT DE ZNA F Q. 
最 后 , 作 QH 垂直 于 NM 的 延长 线 , QH 将 垂直 于 包 人 省 AC, 
DE 的 平面 ， 即 纸 平 面 . 
由 相 伺 三 角形 有 
QH’ : QM? = KR: OR. 
R QM: AN- NA = DE - ME: AN + NA: 
= OD: 1 CA’. 
显然 OR=0D, Wit. 
QH: : AN .: NA' = KR: : CA 
= CB: : CA? 
= PN: : AN + NA'. 
Ait, QH—= PN, R QH, PN 还 平行 。 H PQ 与 MN 平行 ， 所 
以 和 CO 平行 、 故 PQ 基 圆 柱 的 母线 ， 即 圆柱 过 P. 


命题 10 


任何 圆柱 体 的 FAME. FTSRDRS ANNE 
RANES 


早期 的 几何 学 证 明 ， 任 意 两 个 圆锥 之 比如 同 它 们 麻 和 高 的 复 
EEI 同样 的 方法 可 以 证 明 , 贺 锥 的 任意 截 体 之 比如 同 它们 底 和 高 
的 复 比 . ki Sisa ay GO MEI PE q SAMW 此 命题 为 
“圆柱 是 与 其 同 底 等 高 的 圆锥 的 三 倍 . 


命题 11 


D 如 果 旋 转 抛物 面 被 过 其 轴 或 平行 于 其 轴 的 平面 
MB 那么 蕉 口 是 说 来 的 抛物 线 , 通过 其 演 转 得 到 了 旋转 
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抛物 画 ， 县 截 口 的 轴 是 截面 与 过 旋转 抛物 面 的 轴 县 甜 直 
于 截 画 的 平面 的 交 线 ， 

如 果 旋 转 捞 物 面 被 委 直 于 其 轴 的 平 画 所 截 ， 那 么 堆 
口 是 一 中 ， 其 中 心 在 旋转 势 物 面 的 轴 上 . 

《2) 如 抹 旋 转 双 曲 面 被 过 其 轴 , 或 平行 于 其 轴 , 或 过 
其 中 心 的 平 曾 所 截 , 那么 堆 口 是 一 双 曲 线 ，(a) 若 截面 过 
其 轴 , 则 和 康 双 曲线 相同 ，(b) 若 截 面 平行 于 其 轴 ， 则 和 
售 双 曲线 相似 ,Cc} 若 截 画 过 其 中 心 , MARREK 
似 ， 肪 截 口 的 轴 是 截面 与 过 旋转 双 曲 商 的 轴 并 三 直 于 埠 
面 的 平面 的 交 线 . 

任何 旋转 双 曲 交 被 扒 瘟 于 其 轴 的 平面 所 埠 ， 那 么 截 
口 是 一 中 心 在 其 轴 上 的 较 . 

D 如 果 旋 转 权 圆 体 被 过 其 轴 或 平行 于 其 轴 的 平面 
ME. 那么 截 白 吓 一 椭圆 ，(a) EBREI, MARR 
M88481. (b, EBERT. MIR ERREN. 
ER0HHRrRAE SIERRAREN F am 
平面 的 交 线 。 

如 果 族 转 栖 国 体 被 垂直 于 其 轴 的 平面 所 截 ， 那 么 夫 
口 是 一 中 心 在 其 轴 上 芍 圈 . 

(4) 如 果 上 述 任何 立体 被 过 其 轴 的 平 阐 所 截 , BAT 
体 表 面 上 而 不 在 截 口 上 任 一 点 ; 作 截 口 所 在 平面 的 稚 线 ， 
那么 垂 定 将 落 在 截 口 的 内 部 . 


“所 有 这 些 命题 的 证 明 是 显然 的 . "to 
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MUSE RE SSTNYDSSHE-— SRAT REHNE 
BFE., PIN PLS01F3E E + Jt; REI 0) 3 85 35 gë $£ hh pp En 
BRK AR., BABOU RRAK. MER, AE 
13 TES 10 ES 8330 ES$ TEAL 8 73 5100553. 


BER mi E B P aK HI. 3F48 38 F t qJ Me te D6 29 m n5 gh 
ANF, S R BI3E 8 822 T RR'. 日 RH €f F 35 #h 3 EI B 9 ,而 
R'H 5 RH EË. 

HORRE. J| Q fE QM m 8 J RR'. IRT QM 与 
纸 平 面 垂直 ， 

N M fE DMFE 5H ANF ERHALE L Bà 3 2 ñ $ü H 
FTD, E, W| QM s 8 T DE, AHH DE, QM 作 一 平面 ， 它 特 
Lj pete h b 8] 00 Sh EB . ARTN A — I. 


HAERE., 


QM = DM - ME. 
X, # DT ERYK ADRIA. C5 RR 平行 . 过 4 的 切 
REPT FT O, WJ Ba pet PU PE h, 
DM -ME : RM. MR = AO: : OPš[ Sr Bf 3(1)] 


e IEXEZIE 


T Ear Sa E ra 


= AO OT? H AN = AT. 
Mik. QM: RM +: MR = AG: OT? 
= RH’: RR, 
tH F f M. 
UEL Q YEA RR AR G AAST R W BLE. 
命题 13，14 


如 果 旋 转 双 曲面 被 一 与 包 阁 圈 锥 的 所 有 母线 都 相交 
ARER. EREDI- TEATRE EA 
B0, 又 一 过 其 轴 的 平 簿 与 长 面 垂直 相交 , ESERE 
面 或 旋转 椭 圈 体 的 交 线 为 RAR ， 那么 截 口 是 一 长 轴 为 AR 
BIASE. 


假设 截面 与 纸 平 而 垂直 ， 又 设 纸 平面 过 其 轴 ANF 且 和 截面 
E HT RER'. 因此 .旋转 双 曲 面 或 旋转 精 圆 体 被 纸 平 面 所 截 得 
HALIK MUH Ë ak SM. H PL RR' 为 其 吐 轴 或 长 轴 . 
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EHR LIE AQ., E QM H Ë F RR, M) QA # Ë T 
Y Bi. 

jM M fE DFE HTH ANF., 1 tht eQ 88 BD H 2 T D. E; 
IR QM. DE 确定 一 平面 , zF BOB ih aE PC. HLK he 32 X IB IB ak: 
旋转 本 圆 体 的 截 站 为 一 圆 ， 

因此 QM: = DM ME. 

Ë PT EARR AMAR, 月 平行 于 RR, jh uA BJ UJ zk 
交 PT T O. 

则 出 双 曲 线 或 粮 风 的 性 质 ， 

DM - ME : RM MR'= OA: : OP, 

或 QAF OP 
则 (1》 在 双 曲 线 的 情形 下 ， 因 为 ATAN", H OA<ZOT, H 
I, OTOP, 所 以 OAZOP. 

(2) 在 精 圆 的 情形 下 ， 如 果 KK E 3F4 T RRA, H HB' 
ERM. 

BC -CR : KC - CK! = ON : OP; 

R BC . CE < KC CK OA < OP. 
FTE ESDM hi F, Q 都 在 以 RR 3 E SH BS a B) F. 

推论 1 Anies a Bj WY 型 的 ,其 截 口 是 一 椭圆 ， 
除了 RR' 是 短 轴 外 ， 其 余 均 和 命题 相同 . 

推论 2 所 有 的 壁 锥 曲面 体 或 旋转 椭圆 体 的 平行 截 口 相似， 
因为 对 所 有 的 平行 截 可 .4 : OP 昆 相同 的 . 


命题 15 
C 刀 果 从 鄂 锥 弗 醒 体 的 表面 上 任 一 点 作 一 条 直线 ， 


若是 旋转 抛物 前 ， 所 作 直线 与 轴 平 行 ， 若 是 旋转 双 曲 面 ， 
所 作 直 线 平行 于 过 包 络 留 锥 项 点 的 任意 一 条 直线 ， 那 么 
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直线 上 与 璧 锥 曲面 体 吓 向 一 致 的 部 分 不 落 在 曲面 体 二 ， 
而 另 一 方向 上 的 部 分 将 落 在 曲面 体 上 . 


因为 ， 对 于 旋转 抛物 面 ， 过 其 轴 和 给 定 的 点 作 一 平面 ， 对 于 
旋转 又 曲 而 ,过 给 定 的 点 和 给 定 直线 作 过 包 络 圆锥 顶点 的 平 商 , 那 
么 平面 截 璧 詹 曲 面体 的 截 口 是 (Ca) 车 是 族 转 抛物 面 , 则 为 以 其 轴 
为 轴 的 抛物 线 , (8} 若是 旋转 观 曲 看, 则 为 双 曲 线 . 而 绘 定 的 过 包 
络 圆 锥 顶点 的 直线 是 直径 ,i [命题 11 

因此 ， 林 由 圆锥 的 平面 性 质 得 到 下 述 竹 质 . 


(2) 如 果 一 平 商 与 怠 锥 曲面 体 相 切 前 不 是 相交 ， 孝 
么 它 只 与 暑 锥 昌 面 体 相 切 手 一 点 ， 且 过 切 点 和 了 曲 曾 体 的 
WMA S ALDEE. 


因为 , 如若 不 然 , 那 么 设 -平面 与 壁 锥 曲面 体 相 切 于 两 点 , 过 
每 个 点 和 作 平 行 于 轴 的 直线 ， 则 过 两 条 平和 7 线 的 平面 要么 过 轴 ， 要 
么 站 行 于 轴 ， 因 此 这 个 平面 与 曲面 体 的 截 !1 将 是 -圆锥 曲线 [全 
题 11 (1). (2)], 这 两 切 点 在 该 曲线 上 , HHE A AERE. 
进而 出 在 其 耐 体 上 .但 这 条 和 直线 在 基 平 而 上 ， 记 以 这 两 点 也 在 切 
平面 上 ， 也 就 是 说 ， 切 平面 上 的 某 些 部 分 在 曲面 体 上 . 然而 这 是 
不 可能 的 ， 因 为 平面 与 辟 锥 曲面 体 不 相交 . 

所 以 ， 切 平面 与 劈 锥 曲 而 悼 忆 切 于 一 点 . 

当 切 点 是 辟 锥 曲面 体 的 顶点 时 ， 过 切 点 和 轴 的 平面 与 切 平面 
垂直 是 显然 的 ， 因为， 如 泉 两 个 过 曲面 体 畏 的 平面 与 其 相交 得 两 
个 鲁 锥 曲线 ， 那 么 由 曲面 悼 项 点 所 作 的 两 个 圆锥 遇 线 的 切线 都 重 
真 于 曲 而 体 的 轴 ， 而 所 有 这 些 切线 都 将 在 切 平 耐 上 ， 全 而 它 将 恒 
直 于 轴 和 过 轴 的 平面 . 

如 果 当 切 点 司 不 是 硕 点 时 ， 和 作 过 曲面 体 的 轴 和 点 P 的 半 面 ， 
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MM] 2 FQ Jj HH h Dk HI 28 + - 圆 镍 曲线 ， 其 四 为 
AN. REFAH H UJ PB) AR T P. fE 
PNP ÆA TAD HI PNP ET T HHB Y 
面 , 这 平面 将 截 得 AER, AEE Y IBU h 2 
级 忠 加 的 切线 .内 市 这 平面 生 PN A. A 
的 切线 与 由 PN. AN FF 08 kE BJ E m 3É PU; HH It 
n HL, H PN AN RE OF IRL tU VOL aE UT. 


命题 16 


D 如 果 一 平面 和 任 一 旋转 棋 圆 体 相 切 ， 而 不 是 相 
奖 , 那么 它 只 与 旋转 椭圆 体 相 蕊 于 一 点 , 县 过 切 点 和 其 轴 
所 确定 的 平面 将 与 切 平面 垂直 . 


可 用 与 命题 15 (2) 完全 相同 的 方法 证 明 访 全 题 ， 


(2) 如 果 任 一 恪 锥 曲 次 体 或 旋转 柳 圆 体 被 过 其 轴 的 
平面 所 截 ， 且 过 截 得 圆锥 曲线 切线 的 任 一 切 平 商 与 截 品 
所 在 平面 竹 直 ， 那 么 与 早 锥 曲面 体 或 放 转 覆 入 体 垂直 相 
切 的 平面 ， 其 切 点 和 切线 与 圆锥 曲线 的 切 点 相同 . 


办 为 它 不 相交 十 曲面 体 表 面 上 任何 其 它 的 点 ， 和 否则 ， 由 截面 
F 另 “点 所 引 的 短线 和 网 锥 曲线 垂直 、 相 切 ， 且 落 在 曲面 体 的 外 
部 ,但 它 必须 落 在 向 而 体 的 内 部 [命题 11 (4)] 

D 如 果 两 个 平行 平 画 和 一 旋转 椭圆 体 相 切 ， 那 么 
切 点 的 连 线 必 通过 旋转 椭 圈 体 的 中 心 . 
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H E p A P Y ñ 1 uE Fe 88 A PK B 8 si: Er , Jš 2, gh RB hk E 98 B. 
ARA q F E jJ 9h S E t. R -A a 0) Y mi e 5. TE RI 
LO. Dk. BEATA CIZ EITA Vo, H pÓ UJ Y 


HHR. BELAR TU R38 (els — Tat aB ysi F, Abd a B 3W 
转化 为 关于 -个 平面 的 命题 ， 
命 题 17 


如 果 两 个 平行 平面 和 旋转 燃 圆 体 相 切 ， 过 中 心 作 一 
与 两 切 平面 平行 的 平面 ， 那 么 过 截 口 工 任 一 点 人 平行 秆 
两 切 点 的 连 线 将 落 在 旋转 椭 国 体 的 外 部 . 


这 个 命题 可 转化 为 站 而 上 的 命题 六 有 即 得 证 

阿 基 米 德语 加 这 个 命 古 是 要 说 明 ， 如 果 半 面 伴 行 于 切 学 面 亩 
不 通过 旋转 精 圆 体 的 中 心 ， 奢 各 以 命题 所 述 方 社 店 作 的 直线 ， 在 
和 球 答 相同 廊 徊 上 的 部 分 落 在 球体 之 外 ， 而 另 一 方向 上 的 部 分 将 
落 在 旋转 椭 园 体 的 内 部 . 


命题 18 


任何 庆 转 林 圈 体 被 过 其 中 心 的 平面 所 截 ， 和 将 短 到 表 
面积 和 体积 相同 的 两 个 部 分 . 


为 证 明 昨 命题 ， 珂 基 米 德 作 了 一 个 类 似 于 命题 中 的 旋转 柱 圆 
体 ， 又 用 过 其 中 心 的 平面 分割 ， 然 后 应 用 实用 的 方法 证 朋 ， 
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命题 19，20 


给 定 一 个 由 平面 截 旋 转 抛 物 面 或 旋转 双 曲 而 而 得 到 
的 截 段 ， 或 由 旋转 椭圆 体 截 得 的 小 于 半 旋 转 椭 辆 体 的 截 
段 , 那么 可 在 截 段 内 作 一 内 接 立 体 和 作 另 一 古 接 立体 , 并 
将 短 个 本 体 补 定 成 圆柱 体 或 与 项 柱 体 等 高 的 “平头 截 
W, 使 得 外 接 立 体 的 体积 超过 内 接 立 体 体积 的 值 ， 而 小 
于 任 一 给 定 的 立体 ， 


BRE HORI i Y a EA, HAO m ia pe M ti et 
W Bi k 09 qh. 3E 5 #R E E E BHH 2 T BC. A TEE F RT E ñ 
截 口 是 圆锥 曲线 BAC. [ 命题 11] 

BË EAF |ë W 8 f Ze ñu se, AEF BC. A JE DJ 5. f EAF 
作 -平面 ,使 其 与 过 截 段 内 BC 的 平面 平行 , 则 该 平面 将 与 璧 锥 曲 
ii tk sË le e 88 MMA RU T: A. [命题 16] 

CO An AR Bz B 8 II SF # H Iñi [K =k; z Pe fü B] K BJ 8 E 1 E 
Z, AH EhM. H Ch ADH EAFA BC. 

¿C 2) 31 R 68 E: Ay E r 1 SF E i IB 1k =k u FE ü B] jk B) 81 AS E BL, 
我 们 作 AD, HE 

(a) 在 族 转 抛物 面 的 情形 时 ， 与 轴 平 行 ， 

(6) 在 旋转 双 晶 面 的 情形 时 ， 通 过 其 中 心 或 包 络 圆锥 的 顶 
点 )， 

(c) 在 旋转 不 图 体 前 情形 时 ， 遂 过 其 中 心 ， 

在 上 上述 所 有 的 情形 下 ， 都 有 AD E Y> BC 于 D. 

Hi, A 将 是 截 段 的 顶点 ，4 是 其 轴 . 

更 进一步 , 截 段 的 碟 将 是 一 个 圆 或 梢 圆 , H Syn BC 为 直径 
RA AM, PA D Ki, RENARE 个 网 
ERRAR ORE, AME AD. [命题 9] 
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JH Y: T JF ES 8 85 F m B r LR |l kE [K gk Y 3: $R Tk 39 122 a BE 
分 ,最终 将 证 明 有 -个 圆柱 体 或 平头 截 体 ， 共 体积 小 于 任 一 给 定 
的 立体 . 

PE X T BI tE 1k nk s SR é k BJ Rh e OD, AT 被 等 分 成 每 段 都 等 
了 OD 的 部 分 ， TERRA L, M. e, bL. M. edr HEFEI 
T BC PJ 0298, SAARET P. Q. 过 这 些 平行 线 作 平 行 
天 截 段 席 面 的 平面 ， 它 们 与 璧 锥 井 面体 或 旋转 槛 圆 体 的 截 口 特 是 
- -组 网 或 -2H D 086 IB. iii Dil sk #8 ll $E D T 3H OD 的 图 
柱 体 或 此 柱 体 的 平头 截 体 ,其 中 一 个 沿 着 4 的 方向 ， 另 一 个 沿 着 
DRAH. mE F. 

fi: A DELAS IE] H. P R l HEA F A 8k k PRR w K. 而 在 
D yil E 89 E A w. 48. 

fE hik w dkh BS tE kak ap R IK PG 等 十 内 接 立 体 中 的 加 
M kak FELA PH. 外接 立体 中 的 QI 等 于 内 接 立 体 中 的 QK， 
等 等 . 

因此 ， 由 加 法 ， 

{外接 立体 ) = (I E ik 
+ (HEMA OD 的 圆柱 体 或 平头 截 体 ). 

而 以 DD 为 轴 的 圆柱 体 或 平头 截 体 可 小 于 任 :给 定 的 立体 . 
命题 得 让 . 

[我 们 已 经 证 明了 这 些 预 备 命题 , 青 以 这 些 命 是 及 图 形 作 参 着 
证 明 其 它 命题 . l 
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命题 21，22 


ERRARE- EROTRESAARANANE 
或 网 锥 蕉 段 的 体积 的 一 闪 , ' a 


T #k Ez É J& 13 #K EEEH.: ARAF IE] 29 WE 52 90 35 IBU BJ 88 , IF 
与 截 段 的 底 垂 直 相 交 于 BC， 所 得 的 截 口 为 抛物 线 BAC. 

EF 是 抛物 线 上 平行 于 BC 的 一 条 切线 ，A 为 切 点 . 

那么 (1), 若 截 段 的 底 与 旋转 抛物 面 的 轴 重 直 , 则 轴 是 Ap B 
垂直 平分 BC 于 D. 

C2) 若 截 眉 的 底 与 旋转 热 物 面 的 轴 不 垂直 ， 作 AD 与 其 轴 平 
行 ， 则 AD 将 平分 BC， 但 并 不 垂直 于 BC. 

过 EF 作 平 行 于 截 段 底面 的 平面 , 它 将 与 旋转 抛物 面 切 于 D, 
H p EC OD a, AD 是 它 的 轴 . 

截 段 的 底面 将 是 一 个 以 BC 为 直径 的 圆 或 以 BC HK ahi EE 
倒 . 


相应 地 过 图 或 椭圆 可 作 一 图 柱 体 或 圆柱 体 的 平头 截 体 ，AD 
是 其 轴 [命题 9]; 也 可 和 作 过 图 或 铺 回 的 圆锥 或 圆锥 截 段 ， 以 4 为 
顶点 ，AD 为 其 轴 . [命题 8] 
设 区 表示 一 圆锥 的 体积 , 它 等 于 圆锥 ABC RAER ABC 


体 各 的 了 ， 那么 X 等 十 辐 柱 体 EC 或 图 柱 体 的 平头 埠 体 EC 的 体 


积 的 一 半 . 1 参见 命题 10] 
我 们 将 证 明 ， 旋转 抛物 面 的 截 段 的 体积 等 于 X. 
理 则 ， 截 段 的 体积 要 么 大 于 蔷 ， 要 人 么 小 于 XX. 
1. 藻 截 段 的 体积 大 于 X. 
我 们 可 象 命题 20 那样 , 作 内 接 立 体 和 外 接 立 体 , 并 补 成 轿 柱 
伍 或 与 圆柱 体 等 高 的 平头 截 体 ， 合 得， 
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《外 接 立体 ) — AE < RBD xX. 

Dz x E p| JE yz EJE R BU l kE k R FERF, ARRAREN 
底面 是 关于 BC HEARANN. ODAM. 最 小 者 为 底面 是 关于 PP 
BJ aR Ma j, AL 为 轴 ， 

设 那 些 内 接 立 栖 形成 的 贺 柱 体 或 平水 截 体 中 ， 栖 积 最 大 者 为 
底面 是 关于 RR' 的 圆 或 椭圆 , OD 为 轴 , 最 小 者 为 底 襄 是 美 于 PP! 
的 圆 或 糖 贺 ，LM 为 轴 . 


将 所 有 阅 柱 体 或 和 站 半截 体 的 订 面 延伸 与 完全 的 柱 体 戌 平水 截 
Ik EC 的 表面 相交 . 
既然 
“外接 立 体 ) 一 ‘内 接 立 体 ) 二 《 截 段 } 一 X. 
则 有 (WF K> X. ta) 
Hik. 依次 将 商 等 于 OD 的 圆柱 体 或 平头 截 体 及 分 别 形成 的 
完全 个 柱 体 或 平头 堆 体 EC 的 部 分 与 内 接 立 体 作 比较 ， 我 们 有 
《EC 中 第 一 个 贺 柱 体 或 平头 截 体 } : (内 接 立 体 中 第 - -个 》 
= BP : RO 
= AD: AO 
= BD: TO, 这 里 AB 2 OR 3: T. 
R (EC RAL F B] Ek aK E K RI) : (内 接 立 体 中 第 二 个 》 
= HO: SN, JAF E. 
如 此 等 等 . 
因此 [命题 AHRR EC : (内 接 立体 2 
= (BD + HO + e): (TO SN + =), 
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H RD, HO. … 都 相等 , H BD, TO, SN. --- E P Sñ U P K 94 38. 
而 [命题 1 的 推论 ] 
BD — HO + > TO + SN + =). 
因此 EHER FARA EC) 2¢ 内 接 立 体 )， 
或 者 X> 《内 接 立 体 ); 
而 由 上 述 Cay 知 ， 这 是 水 可 能 的 . 
1. 设 截 段 的 体积 小 于 XX. 
在 这 种 情形 下 ， 我们 可 如 工作 内 接 立 体 和 外 接 立 体 ， 全 要 使 
得 
“外接 立 体 ) 一 (内 接 立 体 ) 二 X RR). 
(外 接 立 体 )< X. (85 
HH. KEA HR së w I| kt ARERI CE B) BI H sk E. 
LEak aitt RITE 
(CE 中 第 一 个 图 杜 体 或 平头 截 体 ) : (外 接 立 体 中 第 一 个 ) 
= BD: : BD 
= BD: BD, 
(CE 中 第 二 个 ) : (外 接 立 体 中 第 -个 ) 
= HQ : RO: 
AD: AO 
= HO: TO, 


因此 有 


等 等 . 
因此 [命题 1] 
(圆柱 体 或 平头 戴 体 CE) : (外 接 立 体 ) 
= (BD + HO +): (RD — T'O + + 
< 2: 1, [6685 1 的 推论 ] 
E E of 8 
X < (外接 立体 ); 
但 由 (8) 知 ， 这 是 不 可 能 的 . 
所 以 曲面 体 截 段 的 体积 ， 既 不 大 于 X, A F X, Wm Ej X 
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机 等 ， 即 等 于 圆锥 或 圆锥 截 眉 体积 的 六 
命题 23 


如 淋 用 两 个 平面 截 旋转 抛物 面 短 两 个 截 段 ， 一 个 平 
ESERDE. 另 一 个 与 其 轴 不 垂直 ,县 截 段 
的 轴 相 等 ， 那 么 这 两 个 截 段 的 体积 相等 . 


设 这 两 个 平面 与 纸 平 而 礁 直 ,内 设 纸 平面 过 旋转 抛物 面 的 轴 ， 
与 上 述 凑 个 平面 分 别 迭 直 相交 十 B87 ，QQ ， 截 晶 徊 体 得 抛物 线 
QPO B'. 

BAN, PV 是 两 个 截 中 相等 的 轴 ,， H A. 了 分 别 是 两 个 截 段 
的 项 点 . 


W 如 工 平 行 于 AN 8 PV. Q'L 8 Ë T Q1.. 
BAR Ja P ARI 6 EL BE, QQ' 所 截 得 , 且 轴 相等 , 所 以 三 
AIE ABB t POQ 的 面积 相等 【命题 l BLR, £ QD $ ñ T 
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PV. MA QD BN -同样 是 命题 3 ]. 
BEA A AR EE E E AO EPE, R DUA pn) A.P. 锥 体 PY 
的 商 为 PK， 这 里 PK tj QQ 3 B. 
两 个 锥 体 的 体积 之 比 是 底面 积 科 高 的 复合 比 , 也 本 1) 以 B85 
为 直径 的 图 与 以 QQ AMER. M D AN tj PK Zit. 
也 就 是 说 ， 笛 命题 5，12 可 得 
( 锥 体 ABHD :《 锥 体 PQQ') = (BB'U : QQ QL) 
CAN : PK) 
而 BB' — 25N = 2QD = Q'L.QQ' = 2QV. 
因此 
( 锥 体 4BB : GEI PQO = (QD : QV) * (AN : PK) 
= (PK : PV) + CAN : PK) 
= AN : PV. 
ER AN= PV, FUL BL F k KA K 2 S F 1; KAREA 


的 体积 等 于 同 高 同 底 的 锥 体 体积 的 > [ r i 221, Bit Bi 4 8 Et Bs £ 
积 相等 


命题 24 


如 果 商 个 平面 以 任 攻 方 式 共 旋转 抛物 面 得 两 个 蔓 
段 ， 那 么 这 两 个 长 段 的 体积 之 比 等 于 其 办 的 平方 比 


设 旋转 抛物 面 被 过 轴 的 平 库 所 裁 ， 得 抛物 线 截 口 P'P Ap ， 
并 设 旋转 抛物 面 和 该 扫 物 线 的 轴 为 AN N. 

在 ANN' 上 截 AN，AN' 分 别 等 于 给 定 截 段 的 轴 , N, N 
EETA, OSIEA Ph, Pe AAAA, AHR 
的 顶点 A A A F 4 A ARE B T E k. 

以 Pp. P' p' 3 E i£ BJ) B] 2 JE BS e 35 8 35 E Ag REE AS K RA yl 
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p 
相等 命题 23 je BERR FE APO, AP p P 
体积 分 别 等 二 锥 体 APP, AI p KARA. 
Jš 1) LL BB HE BH JE PA HE LK 09 DK BLZ tk J 
AN? AN ZEIA. A N: 
而 
《异体 AP p) GER AP p) 
— (PN i PIN) CAN + AN) 
L CING ANU CANG AN) P 
AN: ANT, P 


he a E f uE, 


命题 2S，26 


对 于 任意 旋转 双 曲 面 ， 用 一 平 画 去 截 它 ， 所 得 的 截 
E. MARNA 轴 记 为 AD. # CA 是 过 A 的 旋转 双 曲 
HAE (CA 与 AD 在 向 一 条 直线 上 )， 则 

(HEN) : ( 同 底 同 轴 的 锥 体 ) 
= (AD + 3CA) : (AD + ?CA). 


设 截 得 截 段 的 平面 GAEE, HAP mit AE tE 3 ih GI BJ 
Bh. 并 与 截面 武直 相交 士 BB', 3 W H U QUI BAJ. i C 是 旋转 
AO HH iñ P (ak fa 25 D| $ 09 DB no. 
设 FE k= H 80 HHHMH BBY T, 3A JD] PA, EA 
CA. MK CA W3E23y BBT D. CA Eii GC (B B. A J 88 
REA, AD AEM. EK ACH ACHO H. IE AC — CA = 
A'II. 
过 EF fF W-tT T $ Et k Ti 93 m, OF E !j Mg 39535 m UJ J 
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A. 

BE2 (1), EZ BJ E SIEPE HH Uq 89 E B 02. WH RE 5 XV HH 
面 的 项 点 A 也 是 截 段 的 项 点 ， 其 轴 AD ü Rk Pr Ash, REE 
是 以 BB' 为 直径 的 圆 . 

(2) 若 截 段 的 底 与 旋转 双 有 曲面 的 轴 不 异 直 ， 则 截 段 的 底 是 以 
BHB' 3 e bh Py 8 d. C mim 13] 

然后 ， 我 们 过 关于 8B HA g E fE -圆柱 体 或 圆柱 体 的 平 
K RIK EBB'F., AD 为 其 轴 ; 再 以 AXES L E zi E A E E 
圆锥 或 圆锥 和 截 段 . 

我 们 可 以 证 明 

(RR ABB') : (圆锥 或 圆锥 截 段 ABR) = HD: AD. 

设 站 是 满足 如 下 条 件 的 圆锥 的 体积 

V :圆锥 或 圆锥 帘 段 ABB = HD : A'D, (a) 
我 们 将 证 明 V 等 于 截 段 的 体积 . 
由 于 
CHH RRF ER: (圆锥 或 圆锥 截 段 ABB D = 3: ] 
Bit, d (a) 可 得 ， 
I HD 


CAER FERRE ER): V = AD: = GD 
她 果 截 段 的 体积 不 等 于 WV， 那么 或 大 于 或 小 于 V. 
1. 苦 截 段 的 体积 大 于 YY. 


在 截 段 内 作 内 接 立 体 和 在 外 作 由 接 立 体 ， 并 补 成 圆柱 体 或 轿 
性 体 的 平头 截 体 ， 使 它们 的 轴 都 在 AD 工 且 都 相等 ， 并 满足 
(外接 立体 一 (内 接 立 体 )<< (REO) — V, 
因此 (WP F F> V. (Y) 
将 圆柱 体 或 圆柱 体 的 平头 截 体 的 底面 延伸 ， 使 和 完全 圆柱 体 
或 平头 截 体 EB' 的 表面 相交 . 
A. # ND 是 外 接 立 体 中 最 大 圆柱 体 或 平头 截 体 的 轴 ， 则 
完全 圆柱 体 可 被 分 盛 每 个 体积 等 于 最 大 圆柱 体 或 平头 截 体 的 圆柱 
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Wo FE RR E. 

HB- 组 长 度 等 于 44 的 线段 ae， 在 数量 上 等 于 圆柱 体 上 或 平 
头 截 体 的 底面 将 AD 等 分 的 线段 的 数量 . 对 每 一 条 线段 zz, 利用 面 
积 将 其 放 在 矩形 中 .看 成 矩形 的 一 条 边 ， 记 所 有 矩形 中 面积 最 大 
FTAD: AD, 面积 最 小 者 等 于 AL， 和 及 上; W EJ EBI b, 
b. gr 7 天 -- 递 碱 的 算术 级 数 . 因此 ,， b, p. q. s. LIA 
等 于 AN, AM, 0, AL, MEIE Cab), Capt At), e=, Cal 
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HD 分别 等 于 AD: AD, ANAN, =, AL + AL 
进 - 步 ， 我 们 很 设 有 一 组 面积 等 于 最 大 和 矩形 AD - ADRE 
间 S 及 数量 与 递减 的 矩形 一 样 多 . 
由 截 盛 的 底面 开始 ,依次 比较 (1) 在 完全 圆柱 体 或 平头 截 体 
EB 中， 以 及 (2) 在 内 接 立 体 中 的 圆柱 体 或 平头 截 体 ， 则 有 ， 
(EB 中 第 一 个 圆柱 体 或 平水 截 体 ) : (内 接 立 体 中 第 - -个 ) 


= BI : PN: 

= AD + A'D: AN -A'N, 由 双 曲 线性 质 ， 

= & : (ap + p°). 

x 
《8 中 第 二 个 融 柱 性 或 平头 截 体 ) : (内 接 立 体 中 第 二 个 》 

= BD: : QM: 
= AD +. A'D : AM - A' M 
= S: (aq + g”), 


在 完全 圆柱 体 或 平头 载体 EP' 中 的 最 后 :个 图 柱 体 或 平头 戴 
体 ， 和 在 内 接 立 址 中 没有 与 之 对 应 的 圆柱 体 或 丫头 截 体 . 

EAE iB). RE [命题 11 

〈 图 柱 体 或 平头 截 体 无 五 ) :《〈 内 接 立 体 ) 

一 《所 有 空间 RA) : (ap + p°) — Cag 十 gq 十 


>G +b: Et [命题 21 


> AD: HD ,因为 = AA b = AD, 


> (EB): V.H EER R. 
因此 (AEZ < V. 

但 这 是 不 可 能 的 ， 因为 由 上 面 的 (7Y) 知 ， 内 接 立 体 的 体积 大 
T V. 

1. 其次， 假设 截 段 的 体积 小 于 站 . 

在 这 种 情形 。 我 们 析 截 臣 的 外 接 立 体 或 内 接 立 体 ， 使 得 
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(外 接 立 体 ) — (Ci nik) V — RED, 
因此 站 
V > GH iE). (2) 
Ja fE +K IK EE 3⁄2 Së + IS FE IR Ek SR K 5 2 EE Yr IK h io BW E 
REAR, MA 
(EB' hE AER ELRO : (外接 立体 中 第 -- 个 ) 
= Š : S 
— Ñ: (b + 5), 
{EB' 中 第 二 个 》”: (外 接 立 体 中 第 二 个 ) 
= Š : lap + p"), 
如 此 等 等 ， 
四 此 [命题 1J 
CHER R op R EBO: Ghote 
= (RAAE SEM): Cab + 2) + (ap + P2) + = 


<a +b: (t y SD [命题 2] 
ZAD: gp 


< (ER: V , H LEERD R. 
因 之 外 接 立 体 的 体积 大 于 IR PX De AS u] 8Ë BJ, IB F IB BJ 
(ó) 可知， 
BUL EIB KOAJV, EFR AFV, HR T V. 
Hab, H (a) 可 得 ， 
( 截 段 ABB): (BU E Ik A i E dR EE ABE) 
= (AD + 3CA) : CAD + 2CA. 


138 


Pu crys, K 


— A n 


命 题 27. 28, 29, 30 


(CD 在 任 一 以 C APLAR Ap. #— 5 Ft 
轴 相 交 的 平面 截 旋转 椭 较 体 得 一 不 超过 半 旋 转 椭 国体 的 
截 段 ， 且 该 截 段 的 顶点 为 4， 轴 为 AD. 而 AD HF 
截 段 的 轴 ， 则 

第 一 个 截 段 ; :与 其 崩 底 向 轴 的 图 锥 或 图 锥 堆 段 ) 
= (CA + A'D): AD 
[= (3CA … AD) : QCA — AD)]. 

(2) EREE. #3EIBITESSMSESE OCA, E 
得 截 段 的 体积 等 于 半 旋 转 棋 国体 ， 则 半 旋 转 椭 图 体 等 于 
同 轴 疝 顶 的 回 锥 或 圈 锥 截 段 的 两 倍 . 


设 截取 截 段 的 平面 与 纸 平面 亚 直 ， 纸 平面 过 旋转 椭 向 体 的 轴 
交 截 面 十 BB'， 且 得 椭圆 截 口 ABA B. 

HEF, E' 户 足 椭 圆 的 两 条 切线 ,生平 行 寺 8B, 记 切 点 为 4， 
4 ， 过 两 条 切线 分 别 作 两 个 平行 于 截 段 底面 的 平面 ， 它 们 将 与 旋 
SRAT A. A, A, 由 将 是 被 分 成 的 两 个 截 段 的 项 点 ，44 
将 过 中 心 局 并 站 分 BE T D. 

那么 (1)， 若 截 段 的 底面 与 旋转 椭圆 体 的 轴 瑟 在 ， 则 A, A 
既是 旋转 椭圆 体 的 项 点 ,也 是 截 段 的 顶点 ，A4' 是 旋转 椭圆 体 的 
轴 ， 及 截 段 的 底面 是 以 BB 为 直径 的 图， 

(2) 苦 截 段 的 底面 与 旋转 姓 圆 体 的 轴 不 垂 真 ， 则 截 段 的 底面 
EU BR H — MHRA, H AD. A'D W y P| E Bi 4 s E: 63 98. 

现在 叮 过 关于 #8B' 的 圆 或 椭圆 作 “ 贺 柱 体 或 蒿 柱 体 的 平头 截 
体 EBB'E, HU AD 为 轴 ; 再 过 关于 BB' 的 圆 或 椭圆 作 一 圆锥 或 
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响 锥 截 段 。 硕 点 为 A. 


车 将 CAERA T, 使 得 CA 一 A'TT， 我 们 则 可 证 明 ， 
HE ARREDO : (øA AeA ABRO = HD: AD. 
Ék V EM E Mi F 3 kE 85 WW SE AR 


V : (BDE kD ERE ABP) = HD: A'D, (a) 
我 们 将 证 明 旋 转 杭 阁 体 截 段 ABB' BIERE YV. 
但 ， 由 于 


MEERES EB): (ARARE ABB) 
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一 3 :1， 
借助 (ay, WA., 
HD 


(图标 体 上 成 平头 截 体 EB) V= AD: =. a) 


MR pea e B| RE 4B 瑟 的 蛋 积 不 等 于 7， 那 么 或 大 于 上 
或 小 于 V. 

1 .如果 截 段 的 体积 太 于 下 

对 旋转 椭圆 体 的 截 段 作 内 接 立 体 和 外 接 立 体 ， 这 些 立 体 是 与 
载 段 相关 的 圆柱 体 或 圆柱 体 的 平头 截 体 ， 其 轴 在 AD 上 上 ， 且 都 相 
等 ， 使 得 

《外 接 立 体 ) 一 (内 接 立 体 ) < (ED) - V, 
因此 可 得 
《内 接 立 体 ) > V. 

把 所 有 圆柱 体 或 平头 截 体 的 底面 延伸 ， 和 完全 圆柱 体 或 平头 
截 体 EB' 的 表面 相交 . 在 所 有 是 接 立 避 中 , 记 体 积 最 大 的 圆柱 体 或 
平头 截 体 的 轴 为 ND， 则 可 将 完全 匣 柱 体 或 圆柱 体 的 平头 截 体 
EB' 分 成 - 些 体积 等 于 最 大 体积 的 圆柱 体 或 平头 截 体 ， 

取 直 线 ie 等 于 A'， 其 或 数 等 于 问 柱 体 或 平头 戴 体 的 底面 
分 AD 所 得 的 段 数 . 在 da 上 截取 da 等 于 4， 可 以 得 到 ee = 
2CD. 

YERDA ad, 高 为 ad WEW. 如 图 中 那样 在 边 ao L E F 
方形 ， 设 S 表示 每 个 完整 矩形 的 面积 . 

从 第 一 个 矩形 中 去 掉 一 个 边 宽 等 十 AN 的 团 折 形 CBD, BH 
末端 的 长 度 等 于 AN); 从 第 二 个 矩形 中 去 掉 一 个 边 宽 等 于 AM 的 
BME, Wk., BE :个 矩形 中 无 遍 折 形 可 去 掉 . 

HJ 

第 一 个 田 折 形 == AD. AD — ND. (A'D— AN) 
=AD-AN ND - AN 
= AN - A'N, 
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FE Bb. 
第 RIÉ AM" AM, 


最 后 PRHE Okia- TEE PARME T AL AL. 
PI AiAi E ERRES WTE RIER 
为 Ro Ro w, Re AEH n ROP E BJ P $R. A R= S) 是 
MED K H uu HREM REENE” 正方 形 的 边 长 分 别 是 
DN, DM, e. DA. . 
DEAE, i DN 为 zx，aa' 域 ?CD 为 c， 所 以 ,RI 二 ez 十 
x Ryce * Zat (r), ~ 
然 厂 ,依次 比较 (1) CAHAR EA IK EB 和 (2) 在 
内 接 立 体 中 的 贺 杜 体 和 圆柱 体 的 平头 截 体 ， 则 有 
(ER 中 第 一 个 圆柱 体 或 平头 研 体 }: (内 接 立 体 中 第 - :个 ) 
= B: P N: 
= AD. AD : ANAN 
= S: (88 — TRIE); 
CEB' 中 第 个 圆柱 体 或 平头 截 体 ) : (内 接 立 体 中 第 二 个 ) 
= Š : (第 二 个 整 折 形 ). 
ATF ER pRa AER ERA, AO i A HM RE 
折 形 、 故 在 内 接 立 体 中 ,没有 相应 的 圆柱 体 或 平头 截 体 . 
把 下 述 比例 相 吉 ， 我 们 有 [得 命题 11 
《圆柱 体感 半 头 截 体 EBO : (NIT) 
= (Br S 的 和 :《 世 折 形 的 和 )， 
a s S AAB TE DD 2S KK E Ro Res = Raes HU 
R = cez + x°, 
R,= c + 2z + Qr). 


R,= cb + B == Sa 
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这 里 p— xr = AD. 
因此 [命题 2] 


GRU SAD: CR, + R, + s + R.) < (+ b): Eth, 
可 以 得 到 


b 
a) 
3 


(所 有 S 的 和 ) : OEUB BS) (C + b) (3 +5 


sap: HD 
ik 
(圆柱 体 或 平头 截 体 EBO: (内 接 立 体 ) 
> AND: H2 


> (AHR FARA EBD): V, 
应 用 上 面 的 (8 A. 
所 以 “内 接 立 体 ) < V; 
而 由 上 述 的 CO 式 可 知 ， 这 是 不 可 能 的 ， 
所 以 ， 旋 转 椭圆 体 截 段 ABB'65WK AH AX T V. 
1. 设 旋转 精 圆 体 截 康 ABE RDF V. 
我 们 对 旋转 椭圆 体 截 段 作 内 接 立 体 和 外 接 立 性 ， 使 得 
(和 外接 立 体 ) 一 (内 接 立 体 )< 二 WV 一 (RBD. 
因此 V> (外 接 立 体 ). (8) 
在 这 种 情形 下 , 比较 (EB') 和 和 外接 立体 中 的 圆柱 体 或 平水 截 
Ë. 
则 有 
(EB' h 5 4 BD] tE k at F 3k SRK) :【 外 接 立 体 中 第 一 个 ) 
= Å: S; 
(EB' 中 第 二 个 ) O: Gkr pA 
二 ;第 一 个 声 折 形 》， 
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BE EBR 中 最 后 一个 ) ; ORKO KB BUR) 
=S: RR ABENE). 


而 
{5 + COREEI) = nS 一 (R. + KR, 十 … + RD. 
K sS Ri TR to HR > GC Tp: C + D, 
[命题 2] 


使 得 
nS: (S 十 (所 有 的 坦 析 形 )}) < (ce + b) š c + 7. 


S 1 那样 把 上 述 比 例 柑 加， 可 得 到 
(圆柱 体 或 平头 截 体 ERO : 外接 立 体 》 


i (E L 25 
< G + 5) : Cy + S) 


oup, HD 
< AD: Te 


< (EH: Vah EMO. 
因此 外 接 立 体 的 体积 大 于 V; 但 由 (3) 可知， 这 是 不 可 能 的 ， 
WA, 8 PNRM BARE 458' 的 体积 既 不 大 十 VV, 也 不 小 
TV, HD RIS V, MEHE. 
(2) [命题 2 ，28] 的 特殊 情形 RI NEPER BIOK R BEJE NESE 
MAAR, ERRER CO REY 0, 矩形 cott 简化 为 正 广 


拱 th B 1 Ba 1 JÉ 9 tE 38 b° 与 =. b: 与 rY Až, 等 等 ， 
用 命题 2 引 理 的 排 论 1 代替 命题 2、 上 面 给 出 的 [关于 螺 线 ， 
命题 :0]， 那 么 比例 (cb) + C 1 PO 转化 为 3:2， 因 此 
Chesk a BLIK ABB: (圆锥 或 圆锥 截 段 ABB') = 2: 1, 
[这 个 结果 也 可 通过 用 CA 代 蔡 比例 (3C4 一 AD : QCA 
—ADY 中 的 .AD 得 到 , ] 


idd 


命题 31，32 


如 果 一 平面 分 旋转 柳 贺 体 为 两 个 不 相等 的 截 段 ， 且 
AN, AN 分 别 是 较 小 的 和 较 大 的 截 段 的 轴 ， 而 C 是 旋转 
HARRESE. m 

(HAKHBED : 《〈 同 底 同 轴 的 圆锥 或 圆锥 截 段 ) 

= (CA+AN) : AN. 


设 分 旋转 三 圆 体 的 平面 过 疡 疡 日 与 纸 平面 牌 直 ， 纸 平 面 这 
He 85 8 IB k BJ 38 与 截面 交 于 PP. ERNO PAPA. 


ERRA D, 并 和 PP FIT; DA N A. A's ARIEF 
Tr F N EI I BJ 3 HT. AMAP m AE RR AFA, A, A 
R AA RE R O C HYR PP F N. AN, A'N Rk 4 8 ER WJ 98. 

那么 (1) ARKEA T he E Pk Pq. MUD AA H E DE 32 88 
BUKA. A, A EE 5238 DK BY TM a. tb je 2 A P, 
je Sç Wa l Lk 88 #$& Ei Pi 2 32 3. fy BJ SRL BW. OR E D. 
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(2: £B Bj AS m. PL p h su gO Pa K ayah. W KERAS uE p p' 
为 SRB H j SKOR $r 09 Pim Behet PiE K. HERR IE 
-e HII 59 86 bq. 
Wd C Edy RERA m. H Elm HI p ER. 
kR w z 4 piat ARE RER BITA A DL Sp |l t p p'. 
BER TAARE 8. AM PP A Y. AE LA A 38. 
IEK CAS H. CAR H', i3 
AH = A'H' = CA. 
TEMIA hE BH 
HEA PDP) € CB eak WARE APE) 
= (CAHAN): AN 
= NH: AN. 
J ci AE W 6 hi [8] 13 09) Pk Fe E: A AE sk Bd E RE ARB 体积 的 
AA [命题 27, 28]. Ek 
CHERS AG I {k> = 4 CEHE k UE SR EZ). 
但 是 
CPU E aK HEARE ABB') : CRAE sÇ IE KER APP) 
= (CA + AN) C (BC: : PNO) 
= (CA: AN) (CA. CA: AN- AN: 
HEAV 上 截取 AK, 使 得 
AK: AC= AC: AN. 
MEN AKAN ACAN = CA: AN. 
HÆ (Ca) 中 的 复合 比 变 为 
CAK ANCA AN) UAS CA AN - A' N). 
Bi! AK .CA': AN + A'N. 
因此 
《圆锥 或 图 锥 戴 段 ABB') : (dt sk E E APP) 
= AK - CA' : AN + A' N. 
而 (HA EERE: APPO: GE APP) 
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= 4N: NH! | 命题 29.30] 
= AN. AN: AN NH', 
因此 
CH sk ER ABI) : (GE APP”) 
= AK ,CA AN NII, 
所 以 Cep R NIK) Q GR Br APPO 
= HH AK: AN . NH', 
这 是 因为 HH — 4C A. 
IH e (RE APP’: (RB APP) 
= (HH AK — AN NHD: AN - NII 
= (AK -NH + NID - NK) : AN - NH, 
更 进一步 ， 
CREE APP): CB] EER ME EE APP) 
= NH' : A'N 
= AN NT : AN .A'N, 


圆锥 或 圆锥 截 段 APP: RARE APPO 
= AN : A' N 
= AN +.A'N: A'N:. 
由 最 后 SAER, REA 
GRB APPO: (加 锥 或 网 锥 蕉 航 APP) 
= (AK - NH + NI + NK) + A' N 
= {AK NH + NII - NK) t (CA + NH' - CN) 
= (AK + NH + NH . NK): (AK AN — NH' - CN). 
c) 
而 
AK - NH : AK - AN= NH : AN 
(CA + AN) : AN 
(AK + CA): CA 


I 


li 


9 TEKEE. 


(因为 AK : AC = AC: AN) 
— HK : CA 
= (HK --NHy:(CA AN) 
— NK : CN 
— NII NK: NH' . CN, 
国 此 (9) 中 的 比例 等 于 
AK NH:AK ANB NIIT : AN. 
所 以 
(旋转 枉 圆 体 截 段 A PP: (AHR aE RE APPO 
= NH: AN 
= (CA + AN): AN. 
[如 果 {x，y》 RURI Ate AA, BBY r, y Sh BU 3 br 
系 中 己 的 坐标 ， 且 以 22，2 分 别 表 示 两 轴 的 长 ， 我 们 有 ， 
(旋转 椭圆 体 一 《〈 较 小 的 截 段 ) 二 ( 较 大 的 截 段 )， 
4 ab 一 2t tyla — z) — 到 一 过 — tyla + r): 


FF. 述 命题 是 下 面 与 +，y 有 关 的 方程 真实 性 的 几何 证 明 


LLI 简介 部 分 的 全 部 肉 容 ， 包括 定义， AERAR ERREUR, EURER 
F BAE. 虽然 这 样 开始 , 但 把 它们 转 挽 为 现代 术语 和 记 叶 时 ,和 什么 岂 不 
ZAR. 象 通常 一 样 .我 们 在 讨论 论文 的 实际 命题 时 , 将 使 用 现代 的 术语 和 
iE. 

2. 圆锥 截 段 的 定 浆 见 后 . (p.101) 

3 BB ERA E 2. (p.101) 

.1 ”和 见 贺 锥 截 段 的 定 闵 . 


[5] 阿 基 米 德 如 此 表述 是 为 了 和 传统 的 面积 方法 磋 系 起 来 : eea., rap e- 

kesra atr av maparea} Tt Ywpàov brepBehloy gdee rerpayong “如 果 对 每 条 线 后 

有 ”个 面积 超过 正方 形 的 空间 [长 方形 ”因此 A 表示 一 高 为 x 的 长 方形 
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BRER. E PL EE a HÉ ke EY PB 85 2 r 的 线段 . 

L6jJ BH SR EC q B T 3 8 Aristotle) #IÉEK JLE (Euclid) 关于 圆锥 上 册 线 的 论 
#. 

L7: 阿 基 米 德 用 各 种 方法 给 出 了 该 定理 的 证 明 . 

(1) 由 阿波 多 尼 [,49 容 易 导 出 【参见 波 扣 的 阿波 轴 尼 ， pp. I, 39). 
在 图 中 , 苦 过 点 4 和 疡 作 挑 物 线 的 切线 ,及 前 省 与 PV 相交 于 五 , 后 者 与 轴 
HETT., H AE PT 2 T C, WH PD bk 2 HE B) 0 E8 n) fB 

CP a PE = p: 2PT., 
这 里 的 户 是 PV 的 纵 标 参 歼 . 
(2) Èn hy uE BH F. 
W QQ AHTO W QM, QM. PV Hl PL, 


财 AM : AM: = QM: Q MU = (QM : OM, 
办 此 AM NAT = OMF: OM - OMF 
= OMF : (OM OMO - MM, 

fira OM -= AM - (OM — OM. 
也 就 是 说 ， 

(CAM 一 2 AM (AM + AM — 2A0), 
或 AQ = AM + AM'. 
XH S QA = p. AM, QM — p, AM', 
可 得 QM .QM = p, * AO. (e) 
此 时 

QV* + Qp Qi (CLEM, 
= qv (VUM ai Qu QM 


= QV (PNM: d QM WM) 
=p + PV : p, CAN 1 AQ). (H ca); 
m PV = TO = AN + A0, 
所 以 QV: QD — p: p... 
ERI 将 路 上 儿 自得 XI.11 和 14 命题 结合 起 来 可 得 该 结论 . £ W. X: T S É Tu N 
HEI. 引 理 1. 
[3] 这 个 命题 由 欧 多 克 斯 证 明 , 正 象 关 杆 球体 和 贺 柱 体 的 前 言 所 述 、 参 见 欧 
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Ce 


HHP, SI., WWE 10. 

[16] RAIES Bh. 

[11] Bj 3 3 E 2) yes 388 A E A 14 时 注意 到 , 当 截 而 通过 或 平行 于 其 
AHT. FETE A EARR SWMM 11 (35. 

12, 此 想 定 参见 第 二 音 $ 3. YT 

-13] 教科 书 此 处 好 象 有 错误 ， 片 中 所 提 到 的 发 曲线 的 “直径 ”《 印 轩 ) 是 
“在 璧 锥 昌 南 传 上 过 所 络 圆锥 质点 的 直线 .” 但 一 般 涪 来 , ¿X 28 B FÉ As e X Hi 
fb BU ht. 

Li, 汉 译 省 注 ; 全 是 中 的 “于 ”应 为 ” agn le: ua U ran. * 
AELA OLA JL [i 3 t 38 je x E. 内 蒙 握 文化 出 版 社 (1995) phh. 


阿 基 米 德 致 多 西 修 斯 《Desitheus ) . 

关于 我 送 给 科 农 (Conon) 的 那些 定理 ,以 及 你 不 时 地 要 求 我 
送 给 你 证 明 的 那些 定理 ， 其 中 大 才 数 定理 的 证 明 过 程 已 经 在 赫 拉 
SAM Heraclides) J 2 #8 É9 BB E BP Y ; 另外 一 些 包 合 在 我 现 
在 送 给 你 的 这 部 书 中 - 为 发 表 这 些 证 明 , 我 花 了 相当 多 的 时 间 , 这 
是 不 足 为 奇 的 ， 我 做 此 事 的 动机 首先 是 希望 与 从 事 数学 工作 和 热 
各 于 数学 研究 的 信和 们 进行 交流 ， 事 实 上 、 妃 何 中 有 许 儿 个 一 看 很 
难 证 明 的 定理 ， 现 在 都 已 成 功 地 得 到 和 解答! 科 农 的 去 世 ， 使 他 没 
有 足够 前 时 间 去 研究 他 已 托 只 我 来 完成 的 那些 定理 ; 否则 他 可 能 
已 经 发 现 并 阐明 了 所 有 这 些 问题 ， 并 将 由 于 许多 其 它 的 新 发 现 而 
丰富 了 几何 学 理论 ， 因 为 我 非常 清楚 ， 他 在 数学 上 具有 非凡 的 能 
力 ， 他 的 刻苦 也 是 令 人 惊叹 的 ， 然 而 ， 自 从 科 农 死 后 ， 许 杀 年 已 
经 过 去 了 ， 我 却 没有 发 现 其 中 任何 一 个 问题 被 任何 一 个 人 认真 地 
研究 过 ， 我 现在 想 将 这 些 命题 逐一 审查 ,特别 地 我 发 现 其 中 有 两 
个 命题 是 不 可 能 成 立 的 J[ 并 且 这 也 县 一 个 警告 ], 如 果 有 人 宣称 
他 涩 现 了 某 个 东西 ,但 他 并 设 有 给 出 完整 的 证 明 ， 和 这 个 冒 称 的 发 
EL SE EJ BË Gk HE BH. 

以 上 所 讲 的 问题 就 是 你 已 收 到 了 证 明 的 那些 命题 ， 以 及 其 证 
明 记 包含 在 本 书 中 的 那些 命题 ， 我 认为 对 其 含意 应 适当 说 明 ， 第 
一 个 问题 是 ; 给 定 一 个 球 ， 找 一 个 平面 图 形 ， 使 其 面积 等 于 球 的 
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RER: 该 命题 首先 发 表 在 关于 球体 的 奢 作 中 。 任何 球 体 的 表面 
积 是 其 大圆 面 积 的 4 倍 , 这 一 电 被 证 明 . 闭 么 找 一 个 平面 图形 ,使 
护 面 积 等 于 该 碌 的 表面 积 剧 然 可 以 办 到 .第 二 ， 给 定 - :个 圆锥 或 
阅 柱 ， 找 一 个 球 ， 使 其 体积 等 于 沪 央 锥 或 加 柱 的 体积 ; 第 三 ， 用 
平面 去 截 一 给 定 的 奈 , 使 所 截 得 的 两 个 球 缺 体积 成 定 比 ;第 四 .用 
平面 夫 夫 -给 定 的 球 ， 使 所 蕉 得 的 两 个 球 缺 的 表面 积 成 定 比 ; 第 
天 和 作 -… 个 与 给 定 球 缺 机 似 的 球 扎 ;第 六 . 给 定 〔 相 间或 不 同 球 
上 的 ) 天 个 球 缺 ， 找 -个 球 缺 二 给 定 球 缺 之 一 机 和 似 ， 开 与 另 一 个 
球 缺 表面 积 相等 ; 第 七 ， 从 已 媚 球 上 上 切 下 一 个 球 缺 ， 使 其 体积 与 
内 接 了 于 它 的 同 底 等 高 的 圆锥 体积 成 大 于 3 : 2 的 定 比 . 4 F SJ 1 A 
所 有 命题 ， 其 证 明 过 释 都 已 由 直接 克利 德 指 给 了 你 ， F BLAM BE HJ 
命题 是 -个 有 错误 的 命 古 , 即 著 球 被 平面 截 成 不 相等 的 两 部 分 , 则 
它们 的 体积 之 比 等 于 其 表面 积 之 化 的 2 倍 ， 出 过 去 送 给 你 的 定理 
可 知 ， 其 错误 是 显然 的 ; 因为 它 售 有 这 样 的 命题 ， 若 球 被 平面 截 
成 不 等 的 两 部 分 ， 则 它们 的 表面 积 之 比 等 于 其 高 度 之 比 ， 体 积 之 


比 小 于 表面 积 之 比 的 2 们 ,但 大 于 表面 积 之 比 的 启 次 方 91, 这 后 - 
个 命题 也 是 错 的 ， 也 就 是 说 ， 如 果 球 被 平面 截 成 两 个 球 缺 ， 其 中 
一 个 高 度 的 平方 是 另 - -个 高 度 平方 的 3 铬 ， 则 较 大 的 球 缺 是 所 有 
表 徊 人 积 相等 的 球 扇 中 体积 最大 者 ， 由 以 前 我 给 你 的 定理 可 知 ， 访 
合 古 的 错误 也 是 明显 的 因为 ， 表 面积 相 等 的 球 缺 中 ， 半 球 的 体 
MRA, BEMER E A IE H. 

I F 3350540 A 32 BE dH 709181 8. A F Ae E 09 R U 
[抛物 线 ] 在 其 直径 M] 保持 不 动 的 情 癌 下 ， 娆 直径 [旋转 轴 ] 
旋转 - 周 ， 那 么 截 口 在 运动 中 形成 的 图 形 称 为 图 锥 曲面 .如果 - 
个 平面 与 圆锥 曲面 相 切 ， 与 该 切面 平行 移 另 一 平 而 由 圆锥 曲面 上 
需 下 -个 缺 体 ( 即 与 球 缺 近似 的 立体 ), 则 它 的 底部 被 定义 为 戴 耐 ， 
切 点 被 定义 为 顶点 ,现在 , 如 果 用 垂直 于 辆 的 平面 去 蕉 圆锥 曲面 ， 
那么 戴 F1 显 然 是 圆 ; 但 是 ， 所 截 下 的 缺 体 ， 其 体积 是 与 它 同 底 等 
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s BU B] RE ERLA — AEE j B s M IER A. ARE EER 
M AIEEE TAT, 3282434818 Bh S 3 Pin, #& LI 
是 锐角 圆锥 的 截 口 上 本 图]; HEA DEEI, 两 个 缺 体 的 体积 之 
比 等 于 从 它们 的 项 点 钙 截 而 且 与 轴 平 行 的 两 个 线段 的 平方 之 比 . 
这 些 定理 的 证 明 尚 未 送 给 你 . 

再 下 来 讨论 的 命题 是 螺 线 方面 的 ，- - 般 而 育 ， 这 是 与 上 述 问 
题 无 关 的 另 一 类 问题 ;在 本 书 中 ， 我 已 为 你 写 出 了 这 些 命 题 的 证 
明 . 其 内 容 如 下 ， 一 个 端点 保持 轩 定 的 直线 在 平面 内 匀速 旋转 一 
周 、 同 时 有 一 动 点 从 知 定 的 端点 出 发 ， 沿 直线 旬 束 移动 ， 则 该 动 
点 在 平面 上 将 撒 出 一 条 螺 线 ， 我 断定 ， 该 螺 线 与 品 到 初始 位 置 的 
直线 所 围 图 形 的 面积 ， 是 以 定点 为 圆心， 动 点 在 直线 上 上 移 过 的 中 
离 为 半径 的 圆 面积 的 三 分 之 一 。 如 果 一 条 直线 与 螺 线 在 其 末端 相 
切 ， 另 一 条 过 定点 且 与 回 到 初始 位 置 的 直线 垂直 的 直线 与 切线 相 
Z. 那么 我 断言 , 这 个 交点 到 定点 的 距离 等 于 图 周 长 , 不 仅 如 此 ， 
若 旋 转 和 直线 再 旋转 几 周 并 名 到 初始 位 置 , 动 点 在 直线 上 继续 移动 ， 
我 认为 , 别 线 在 第 三 周 所 围 图形 的 面积 是 第 AA EARN i, 
第 四 周 所 围 面 积 是 第 二 周 所 围 面 积 的 三 倍 ， 第 五 周 所 围 面积 是 第 
二 向 所 围 面积 的 四 悦 ， 一 般 地 ， 随 后 旋转 - 周 所 围 面积 是 第 二 周 
所 围 面 积 的 若干 悦 ， 其 情 数 取决 于 相继 的 旋转 次 数 ， 而 螺 线 在 第 
一 次 旋转 所 围 面积 是 第 二 次 旋转 所 围 面 积 的 六 分 之 一 ， 上 青 者 ， 若 
在 基 次 旋转 所 得 的 一 段 螺 线 上 任 取 两 点 ， 分 别 与 定点 相连 得 两 条 
线段 ， 再 以 定点 为 圆心， 以 这 两 条 线段 为 半径 画 两 个 网 ， 并 延长 
较 短 的 线段 ， 那 么 我 断定 : (1) KERRE RERED Z 
间 由 大 圆 和 这 段 螺 线 所 围 面积 与 (2) 小 圆 和 这 段 螺 线 所 围 面积 之 


EEF D 小 加 半径 加 两 个 半径 之 差 的 过 与 (4) pE EEMS 


个 半径 之 差 的 计 的 比值 


这 些 定理 和 其 它 有 关 螺 线 定 球 的 证 明 在 本 书 中 给 出 ， 控 照 别 
的 几何 著作 通常 采用 的 方式 ， 把 证 明 上 述 定理 用 到 的 命题 排 在 前 
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m. 就 象 以 前 发 表 过 的 著作 - 样 ， 我 在 这 里 也 作 如 下 假定 ， 若 有 
《两 个 ) TRER RM (TO 不 等 的 而 和 ， 刚 其 较 大 者 超过 较 小 
者 前 超出 部 分 可 以 绎 不 断 地 累 如 而 超过 任何 可 与 它 比 较 的 预先 给 
s HD Et. 

命题 1 


如 梨 一 点 党 一 直线 获 匀 速 运 动 ， 在 直线 土 取 两 个 长 
度 ， 那 么 这 两 个 长 庆 之 比 等 于 动 点 经 过 它们 的 时 间 之 比 ， 


在 一 条 直线 上 取 两 个 不 等 的 长 度 ， 另 -条 直线 上 取 两 个 长 度 
表示 时 间 ，, 依照 欧 几 里 得 《有 几何 原本 》 着 了 定义 5， IH F T É BE 
与 其 对 应 前 时 间 具 有 等 倍 莉 的 关系 ,因而 证 明了 它们 是 成 比例 的 ， 


命题 2 


如 果 两 个 点 分 别人 在 不 同 直线 上 做 急速 选 动 ， 从 两 条 
真 线 上 各 刺 一 个 长 度 组 成 对 ， 全 每 对 长 度 稳 好 是 两 个 动 
点 在 同一 时 间 内 站 过 的 距离 ， 则 每 对 长 度 成 比例 , 


该 命题 立刻 便 可 得 到 证 明 ， 因 为 一 条 直线 上 的 长 度 之 比 等 于 
动 点 在 其 上 运动 所 花 时 间 之 比 ， 因 而 也 必然 等 于 在 另 -- 条 直线 上 
相应 的 长 度 之 比 . 


命题 3 


馆 定 任意 个 圆 ， 找 一 条 长 度 大 于 所 有 这 些 因 的 周 长 
之 和 的 线段 是 可 能 的 . 
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因为 我 们 只 需要 在 每 -个 圆 外 作 和 多 边 形 .然后 作 一 条 线段 ,使 
其 长 度 等 于 这 些 多 边 形 的 周 长 之 和 . 


命题 4 


已 知 一 条 线段 及 与 其 长 度 不 等 的 圆周 ， 找 一 条 线段， 
使 其 长 度 介 于 两 者 之 间 是 可 能 的 . 


根据 前 面 的 假定 ， 两 者 之 券 通 过 自身 多 次 地 累加 ， 总 可 以 超 
过 较 小 的 长 度 . 

因此 , 假设 c 之 LCc 是 圆周 长 ,! 是 已 知 线段 的 长 度 ), WAR 
们 可 以 找到 一 个 自然 数 n 使 得 ne U D>. 

从 而 有 c I>, 

H c>i+ >, 

于 是 . 我 们 只 需要 把 1 n 等 分 , 取 其 中 一 份 加 到 ! 上 即 可 ,这 
样 得 到 的 线段 将 满足 已 知 条 件 . 


命题 5 


已 知 以 口 为 殴 必 的 加 和 与 四 相 切 于 A 点 的 切线 ， 那 
么 过 O 作 一 条 直线 与 加 区 于 P. 与 切线 区 于 F, 使 得 对 于 
任意 给 定 的 痢 岂 长 C， 痢 
有 FP : OP<AP J4 : C, 

这 是 可 以 做 到 的 ， 


作 - -条 长 度 比 周 长 C 大 的 线段 ， 例 如 线段 DD， [定理 3 
ËF OQ E PS OH ir DJE. M AE -条 直线 实 加 于 大， 
交 直 线 OH T H ,使 得 PH K 8 % F E DU, 连接 OP 并 延长 、 
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与 切线 交工 下 . 


— 
í. 


H 


D 


出 FP i OP = AP: PH (由 平行 线性 质 ) 


已 知 以 O 为 两 必 的 何以 用 小 于 其 填 径 的 弦 AB, OM 
WHF AB, 那么 过 O 作 一 条 直线 与 AB RFE, SHERF 
P, EA 

FP: PB = D: E, 
E EPE 其 中 D: E 是 任意 给 定 的 小 于 BM : 
MO 的 比 ， 


FER OH 平行 于 AB, 作 BT 垂直 于 BO, XOH F T. 
则 三 角形 BMO 与 三 角形 OBT 相似 ， 因 此 
BM : MO = OB : BT, 
Ep D: E< 0B: BT. 
假定 线段 PH( 大 于 BP 满足 
D: E=OB: PH , 
ERE PH 放 在 这 样 的 位 置 上 : ibit 5 S. B P zá fE B l 
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Ti H W WS OH KL (AA PH > BT FE PH WS f BT 
ñ RM Etk OP, Z AB T. F. 


(= B 
No ， 


工 


E 
BE u PD145394 
FP: PB < OP : PH 
= OB: PH 
= D : E. 


命题 7 


BPA O 为 匡 必 的 赔 及 小 于 其 家 径 的 纺 AB，DW Æ 
EF AB, MERO 作 一 条 直线 与 外交 于 P. 5 AB BE 
长 线 交 于 F， 并 使 得 ` 

FP : PB = B: Ë; 
RETURA. Hpo: E 建 任意 给 定 的 大 于 BM : 
MO 的 比 . 


FE OT 平行 于 AB, # ET 年 直 于 BO. * OT T T ñ. 
这 时 有 D: E > BM : MO 
>OHB: BT ， 由 相似 三 角形 
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找 一 条 线段 PH (T BT) 使 得 
D: EOB:PH. 


确定 PH ARE 使 ,Ti 两 点 分 别 在 固 周 和 直线 OT E. mi Ip 
的 延长 组 通过 BB 点 1 
则 FP : PB =0P: PH 
=D: E. 


命题 8 


BAR O HALHA. KZ AB 小 于 直径 , URSS 
tD B 成 ,OM EEF A5 ,那么 过 口 作 一 条 直线 变 AB + 
F, ZAF P, RRF G, FHES FP : BG= D : Ë, 

这 是 可 以 做 到 和 的， 其 中 D : E 是 任意 给 定 的 小 于 BM : 
MO 的 比例 ` 


如 果 作 OT PTF AB, UJ T. 那么 
BM: MO = OB : BT , 
内 此 D: E<OB : BT. 
fE TB BJ BE C St PI — 8 C. 4 
D: E=OB: BC. 
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HoR BC>BT. 
iiO, T, CEA tA, ERK OB 5 kl 2 J: K. 


由 于 BC> BT, BR OB 垂直 于 (了 ,因此 过 口 点 作 一 条 直线 交 
CT G, ZH OTC HAT OQ., HIER GQ BKT), EAA 
到 的 . 

EOQ 与 AB MZAA F, JEA O 的 交点 为 P. 


因为 CG + GT = QG + GQ 
H OF : OG= BT : GT., 
所 以 OF + GT=0G - BT . 
由 此 可 知 
CG -GT : OF :GT = OG - GQ : OG - BT, 
RE CC: OF =GQ : BT 
=BK: BT (HERH) 
~ RC : OR 
=BC: OP , 
因此 OP : OF= BC : CG., 
从 而 有 PF : OP= BG : BC ， 
或 者 PF : BG = OP : BC 
=QB : BC 
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=D: Ë . 
命题 9 


BAL O AEON., HX AB hFE URSA 
tF B R OM EB T AB. WA ot- P SE28IBE T 
P, URF G, X AB 的 延长 线 于 上， 并 使 得 

FP: BG= D: E , 
这 是 可 以 做 到 的 . 其 中 六 :E 是 任意 给 定 的 大 于 BM : 
MO 的 比 . 


作 OT 平行 于 48、 变 切线 于 了 了 ， 
则 D: E> BM : MO 
-~ >OB : BT ， 田 相似 三 角形 
HK TB IC., ES 
D: E = OR: BC , 
Ea BC< BT ， 


3 O. T. C 三 点 作 -个 圆 ， 并 延长 OB 与 该 加 相交 于 K. 
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F. A 


H T TE>BC, R OB ETTI T CT, AE, 过 个 作 一 条 直线 交 

CT FG, #PEROTC WB F Q, fst CO BK-3 1. 设 OQ 5H 
〇 的 交点 为 号 ,与 4B 的 延长 线 的 变 点 为 已 ， 
正好 与 上 一 个 定理 -- 样 ， 我 们 川中 证 明 
CG: OF = BK: BT 
= BC: OP. 


因此 ， 象 前 面 一 样 有 
OP : OF = BC : CG . 


A OP: PF = BC: BG, 
即 PE : BG = OP : BC 
= ÜR: BC 
= D: E. 
命题 10 


Q n 个 线段 Ap Ap =s A 形成 一 个 递增 的 算术 
级 数 ， 最 小 一 项 4 BHA, 
(n + DA + A, (A t A; + += + AD 二 3028 
+ Aš + + + ARD 


[ 阿 基 米 德 对 该 定理 的 证 明 在 前 面 P. 107 一 9 在 那 昌 已 指出 ， 
该 结果 等 价 P 
pppoe 4 nt = nin + Dag + 15 -7 


注解 1 由 该 定理 可 得 
PE 


m FLAT 


ne ASILA HA O A 1) ， 


LÆ i- + Á % =Ç BJ FE BH nf 3 8: P. 109] 
注解 2 如 果 把 线段 换 成 面积 , 那么 上 述 所 有 结论 仍然 成 立 ， 


命题 1 


FEE n RRR A, Ar A 形成 一 个 递增 的 算术 级 
数 ,，[ 其 中 公差 等 于 最 小 的 一 项 A], 
(mn — DAR: (Aš + Ab + += + AD 


< A? {AA H Jaa, — Ap?}; 
但 是 


n= DA : (A, + A + e + AD 
> Aš : (A,A. + 可 CA 一 AJ). 


[ 阿 基 米 德 者 图 示 把 各 项 并 列 地 ° C H i 


T 
标 出 来 ， 其 中 BOCSA, DE =A, ' | 
一 4 人 分别 延 长 DE. FG, “r, dj 

RS， 使 它们 都 等 了 于 BC m A. 于 是 

EH, GI, s St 分别 等 于 4 Az 

1 如 图 所 示 ， 它 又 党 着 BC. o 
DE, FG,… ,了 PQ R HEB BK. DL, KiLl IM vls 
FM, w, PV, CME T RS. B D Ë P R 


jk += RE E 48 g 2 üa] BJ 2 
# HIM Ba B e y EH ri. 但是， 使 用 这 人 么 多 的 字母 就 使 得 证 只 继 
续 下 去 有 点 国难 了 . 按照 下 面 的 方式 证 明 或 许 更 清楚 些 . 1 

M PR (A,— A SAn 

Hue. F3 FD 390 e Bh a hy. BR 
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DC 二 了) 


= At: (A,A, + + (A, — AD). 
于 是 ， 为 了 证 明 所 要 的 结果 ， 只 需 证 明 下 列 不 等 式 即 可 ， 
人 一 14.4 + Len 一 1D4 (AË + A: | 二 + AE) 


但 是 >=> (AŽ + A: 2 十 "+ Ai). 
LI .为 证 明 第 一 个 水 等 式 ， 我 们 有 


(n — A,A, + $o — A: 


= Cn—1) 4? (n> DAA tHE n)a} ! (1) 
R A+A — +A 
一 (4。 HADH Aa HAY (A+ A.D 
=(A HA a AD +(n—11A 
+2A CA, IA, Al) 
= fA LAL L. AG (a—1) A: 
+A CA. HAHA, ,-- +A, 
+A t Arte A, +A, ..) 
=A +A 十 二 A) 十 (一 A 
HrA An 1. (2) 
比较 (1) 和 (2) 的 右边 ,我 们 可 知 (rn 一 1)A? 是 它们 的 公共 部 分 ,过 
(n—1)A A. AAA. is 
由 定 埋 10 的 注解 1 可 知 


1 
3 


G — DA, A + Aba T + A, 
由 此 可 得 

a= DAA + EO DA, < (A AE H AD: 
从 而 该 命题 的 第 一 部 分 得 证 . 
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1 为 证 明 第 二 个 结论 ， 我 们 必须 证 明 
(a= DA HE DA D A, HAL = oe H AD, 
上 上 式 右边 等 于 

CA t AD? F Aa FADH e + A e AD 

一 4 十 和 3 十 十 和 十 (一 1 

+2A CA, a HA Hee +A) 

= (At, + Aia + = + AD + a pA? 
+ A An TA. + +A, 
+ À, + À, — = + A, 2) 
— (Al , + AP. H ë + AD + @ — 1)A: 

+ a DAA, (3) 
HLR O) 右边 作 - 比较 ,我 们 可 知 (ai) 4 是 它们 的 公共 
部 分 ,， HB Go- DAA > mm — DAA. is 
由 命题 10 的 注解 1 可 知 


La DAL > (AL. + AL. toe + AD, 

因此 
Ca DA,A, + ES — DA > (A: , + A, + = + A2. 

第 二 个 所 需 的 结论 得 证 。 

注解 ”如果 把 线段 类 似 地 摘 成 面积 ， 那 么 上 述 定 理 的 结论 仍 

EN 

l. 如 果 一 条 直线 在 平面 内 绕 着 一 个 固定 的 器 点 匀速 施 转 ,并 
又 加 到 出 发 的 位 置 ， 而 同时 有 一 个 点 从 男 定 的 端点 出 发 ， 沿 着 直 
线 匀速 运动 ， 那 么 该 动 点 在 平面 上 将 描 出 ARA GE). 

2. 在 直线 旋转 时 被 固定 的 端点 称 作 螺 线 的 原点 5 (apXa). 

3. 直线 开始 旋转 时 所 处 的 位 置 称 作 旋 转 起 始 线 C (apXa tas 
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reptdopas). 

4. 语 直 线 运 动 的 点 在 第 一 转 旋 转 中 所 撒 过 的 长 床 称 作 第 - 
FA, $ -图 旋转 中 所 措 过 的 长 度 称 作 第 二 距离 。 使 次 类 排 . 

5. 第 一 问 旋 转 描 出 的 螺 线 与 第 一 上 距离 所 力图 形 的 面积 称 作 
第 -面积 ， 第 二 峰 旋 转 捕 出 的 螺 线 与 第 二 距离 所 朵 网 形 的 面积 称 
作 第 一 面积 ， 依 次 类 推 

8. 册 果 从 曲线 的 原点 中 出 企 -条 直线 并 和 将 螺 线 分 为 两 段 ， 
那么 与 旋转 同方 向 的 段 称 作 前 段 (rpoayoukeve)， 而 另 - 一 段 称 作 
后 段 (emoneva), 

7. 以 原点 为 图 心 ， 第 一 距离 为 半径 的 圆 称 为 第 -- 阅 ， Mit 
同 ， 第 一 上 距离 的 二 倍 为 半径 的 圆 称 为 第 二 加 、 依 次 类 推 . 


命题 12 


“ 如果 任意 条 过 原点 的 直线 间 夹 角 相 等， 那么 它们 与 
蛇 线 相交 所 成 的 线段 是 算术 级 数 ，， 


[该 命题 的 证 明 是 显然 的 . ] 
命题 13 


AR-RASHID, 那么 它们 只 能 在 一 个 点 
处 相 切 ， f l 


Ë O 为 螺 线 的 原点 ，HBC 是 它 的 一 条 切线 . 

假如 BC SRRA P. QARA. E OP, 0Q, 用 直线 
OR 平分 POQ, SWT R A. 

则 [由 命题 12] OR 是 OP 和 OQ 的 算术 平均 值 ， 或 


OP + OQ = ZOR. 


但 是 ， 对 于 任何 二 POQ ， 旭 果 它 的 平分 线 竞 PQ 于 天 ， 那 么 
OP + OQ > pOK 151， 
HE OK<ZOR, ER EH, BC E+ TP IQ Z, AHM 
ERRA. 于 是 BC AREKE., a 5RTH. 


命题 14 


设 口 为 原点 , P. Q 是 第 一 明 螺 线 上 的 两 个 点 ， 如 果 
OP , OQ 的 延长 线 分 别 艾 “第 一 圈 : AKP'QG 于 户 , Q , Hü 
OA EWH., my 

OP : OQ = J4 AKP' : SW AKG. 
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因为 . HER PD OA R O Ja im a Bj. JE F t A WA AKP'Q 
AASE, HHEH B PR 2E pJ s t hy OA S) PEI SH. 

Alk, w ARW AKPT, OA 上 的 动 点 将 撒 出 OP 长度; 
` A WHON AKQ, OQA L É) 3 8383081 OQ 长 度 . 


TOP: OQ= 3. AKP : I AKQ. [命题 21 
命题 15 


设 P, 口 为 第 二 图 则 线 上 的 点 ，DP，OQ DAZ “第 
一 此 ”AKP'Q' 于 P' ，Q' ， 就 象 上 一 个 比例 式 一 样 ， 如 果 
c ESEA. A 

OP : OQ = (c + SÑ AKP) t (G + WÑ AKQ' 5 


因为 ， 当 上 A 上 的 动 点 描 出 有 距离 OP 时 ， 点 4 将 描 出 ' 第 - 
圆 ” 的 整个 圆周 及 AKPG: "4 OA 上 的 动 点 措 出 中 离 OQ 时， 点 
入 将 摘出 “第 :-: 圆 ”的 整个 圆周 其 弧 AKQ'. 

HE Osin, WRP, Q fr n BRRL, SH 
OP: OQ = [Ga — De + WM AKEP]: [GQ De + K AKQ). 


命题 16. 17 


设 BC 是 与 蛇 钱 切 于 任意 点 P 的 切线 ，PC W BC 的 
JIR, 若 连 接 OP , 则 -OPC 是 印 角 , I OPB 是 锐角 


1 . 假定 P 在 螺 线 上 的 第 一 圈 上 . 
令 OA REER, AKP “第 一 圆 '， 以 口 为 圆心 ,OP 为 半 
ABR DLP, 5 0A ZT DD， 那么 该 加 在 由 站 起 的 “前 遍 * 方向 
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上 ， 必 然 落 存 螺 线 之 办， 在 “后 段 ” 方 向 上 落 在 螺 线 之 外 ， Wik, 
曲线 的 矢 径 在 “前段” - 边 比 OP K, E ‘RE -Ator 小 . 
从 而 COPC 不 可 能 足 锐 角 , 因 为 它 不 可 能 比 OQP RUS BLUJ T P < 
的 切线 所 夹 的 角 小 ， 而 这 个 钊 是 直角 . 


Fm tt uB Z OPC 大 是 直角 了， 
很 如 OPC E Ñ fa. WA BC 38 j BLD T P QS. 
下 是 [H ma 5]. 可 以 而 一 条 直线 OC Se ph P 的 圆 于 名， 交 
BCPC, Wig 
CQ: OQ < M PQ : WÑ DELF. (1) 
设 OC Fj 002 s P R, 与“ 第- - 圆 ” 交 于 R SE] OP. 2 
第 M T P'. 
H (1) 可 得 
CO: OQ ZI DLQ : 3. DL P 
< AKR M AKP 
<OR : OP . [命题 14] 
但 这 是 不 中 能 的 ， 因 为 OQ OP, ti OR: OC. 
因而 二 OPC 不 是 旧 角 ， 它 不 是 锐利 也 已 进 明 过 ， 
Nit OPC RN. ZOB 自然 是 锐角 . 
i. 如 时 忆 在 螺 线 的 第 二 网上 ,或 看 第 圈 上 ;那么 证 明 是 相 
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闻 的 ， 只 是 在 比例 式 O) PEM DLP 换 成 等 于 p+ ML DLP 或 


(m= DpH DL P 的 弧 即 可 ,其 中 岂 是 过 己 AA DLP 的 周 长 . 
类 似 地 ,在 最 后 一 步 , 弧 DLQ AM DLP sJ DI E p sk oip, 
MAKRA AKPP' 都 应 加 上 “第 -W AKP MHAE c l)e. 


命题 18, 19 


. Š OA 为 起 始 线 ， A ARSS- BARKE, 如 果 
过 及 Pk yipakoq 3 O tE OA MER OB EDRF B 
点 ， 则 DB 等 于 “第 一 辆 ”的 其 长 . 
I. 如果 4 建 果 线 第 二 咽 的 末端 ， MAR OB 将 与 
过 六 DREF B'A , El OB' S£ BLE 周 长 的 2 Ë. 
. 一 般 地 , 如 果 A, PRAE n 网 的 未 端 ，OB 与 过 
An DAET B,, WI . 
QB, = 6: 
其 中 CC; 是 Brow HAK 
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I. AKCE CD, H F QA Nit A ñ) DJ EË P JE B) 
HE HARRA [命题 16j， 因 此 切线 将 与 “第 一 图 交 计 第 
个 点 已 点 让 .640 5 Z BOA 之 和 小 于 两 个 直角 ,从 市 00B 将 
交 AC 的 延长 线 于 某 点 5. 

ie c 是 第 -- 圆 的 周 长 ， 那么 我 们 只 要 证 明 0B 一 ce Hoj. 


gm OR, WA OB 必定 大 于 cc 或 省 小 于 cc. 

(1) 设 O R>. 

WOBBH- -个 长 度 OD, RZ JF OB 而 大 于 ce， 

于 是 ,我 们 得 到 圆 AKC 上 一 条 小 于 直径 的 荡 4C， 还 得 到 一 
个 比例 AO : OD. EKT AO : OB 或 (H HE f JE, J A 3 


t? 六 4C 与 从 O 到 AC HEREZE. A [命题 7] 我 们 可 以 


作 直 线 OPF E| F p, 2 CA T F, W44 
FP: PA = AQ: OD. 
于 是 ,交换 比例 项 ， 由 AO= PO 得 
FP: PO = PA : OD 
LPA, 
AAW PASPA, OD >e. 
综 上 可 得 
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FO: PO < (e + WL PAXE 


<@OQ: OA, 
HP Q KE OF HRNEK. am 15] 
国 为 OA=OP, RA FO<OQ;: 但 这 是 不 叮 能 的 ， 
于 是 OB Pe. 
(2) 设 OB=<c. 


W ORRE OE, iZ KT OB 而 小 于 c. 

在 此 情况 下 ， 困 为 40 : OE J AO : QB (或 六 AC SAO 
到 AC HERZ, MURE [Hams] -2At OF! 
P'G 交 AC 于 Fr， 交 加 于 Pr ， 交 过 4 点 的 切线 于 全， 并 使 得 

F'P' : AG = AO: OE. 

设 OF ERAT. 

则 交换 比例 项 ， 我 们 有 

FEP = PO = AG: OF 


> AP ic, 

因为 ACSM AP, OE<c. 

TE F'O: POZI AKP te 

LOQ : QA. [命题 14] 

然而 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 A==OF’ 且 OQ 一 OF 

因此 OB. 
山 于 QB EPRE XA Tc, EA 

OB =c. 


I. AKC HOER, ACE F @8 # UJ tj A WTR 
( 它 是 第 … 圆 的 制 线 ,因为 “后 段 ” 的 角 OA'C'EE Rf). 于 是 如 上 
所 述 ，QA' BER DB' 将 交 AC' 的 延长 线 于 某 点 D. 
Ék E * 第 一 圆 ? 的 局 长, 那么 我 们 只 要 证 明 OB' 一 2c' 即 可 . 
如 果 OBE, MOP E ZK TF 2c ， 要 如 小 于 2. 
(D 假设 ORDS 2. 
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WA., MELE “第 一 圆 ” 的 情 襄 PF, RHEI E -- 2E 
OPF 第 二 图” FP, 2 C'A' JBE Et P F. +t 
FP: PA' = A'O : OV. 
设 OF 238 98 Sk T Q. 
因为 A'O= PO， 那 么 我 们 有 
FP : PO = PA’ :OF 
< WM AP: pe , 
A AI A PSA P R OD 22. 
所 以 FO: POZ (WH AP) : 2c 
<OQ : OA'. [命题 15， 注 解 ] 
AmA FO<OQ, 但 这 是 不 可 能 的 . 
因此 OBE 2 
仿 限 “第 一 钢 ” 的 情形 ， 我 们 可 以 闫 似 地 和 证明 OB E2. 
因而 OB 一 2c1， 
了 .以 类 做 的 方式 处 理 “第 三 图 : 以 及 后 绫 的 图 , 我 们 将 会 证 


OB, = ne,. 
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命题 20 


t. WFP ERSE- BLER sa, TE OP hE 
线 OT , 那么 OT 特 与 过 PP 点 螺 线 的 切线 交 于 了 ; WRU O 
HEL., OF 为 半径 的 圆 将 起 始 线 于 K MA OT 舌 于 该 贺 
tK5P28A #8 JOARE. 
1 .一般 地 , ORP EEn MLTR. HEE 
与 上 述 命 题 一样 ， 用 p RRA OP HERHAK, M 
OT==(n—1)p+ 3, KP (U BIS TES E). 


1. 设 忆 是 螺 线 第 -…- 圈 上 的 一 点 ，0O4 是 起 始 线 ，PR 是 向 
SABU Ai gE hpne. 

那么 [命题 16] ZOPR RA. 因此 PR 与 过 PP 点 的 圆 相交 
FHAR, HOT 将 与 PR BJ) ETC S 2 P AE m T. 

WP DT 不 等 于 用 KRP., BE Z + P 3 IE 3 KRP REAM 
KRP 小 . 
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(1) OT KTM KRP. 
HOT 量 出 QL， 使 之 小 于 OT 而 大 十 弧 KRP. 
H h F PO: Ot: K T PO :OT 或 (由 相似 三 有 撒 , 后 者 等 
于 ?六 PR 与 PR RIE O MTER, 我 们 便 可 以 画 一 直线 
OQE， 交 圆 于 忆 且 交 RP MEKE F, E18 
FQ: PQ = PO : OU. [命题 7] 
iz OF 5 WR 38 T Q. 
WA. RME 
FQ : QO — PR : OU 
< mM POQ: I KRF. HiB. 


综 上 可 得 ， 
FO: QO =< É KRO: 3 KRP 
< OQ : OP, [命题 14] 
DE QO—OP. HE FO 二 OQ'， 这 是 不 可 能 的 . 
Fi ti OTAM ERP. 


《2 就 象 上 述 证 明 仿 照 命题 18 的 1. (1) CE. ET OTK 
KRP 的 证 明 、， 亦 9 吕 仿照 命题 18 1 . (2) 的 方法 . 
既然 OT 不 大 于 到 不 小 于 呈 天 RP， 那 么 它们 就 机 等 . 
I. Ww PEBH. 那么 同样 的 方法 可 以 证 明 
OT =p + M KRP; 
EM, £ P fE n Bl F., RTRA 
OT — (n — p + 3k KRP . 


æ 题 21. 22, 23 


BETER RNA EE ER R£ 55 s BN Yin Fa BN $E P2 
所 围 成 的 图 形 , 那么 可 以 作 它 的 外 接 及 内 援 图 形 , AE 
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碍 一 些 相似 的 请 形 组 成 ， 并 使 得 外 接 笨 形 与 内 接 藤 形 之 
差 小 于 任意 给 定 的 面积 . 


it BC 为 螺 线 的 任 -- 弧 , OARA. MUO HELO., OC 为 半径 
画 贺 ， 其 中 心 是 弧 在 “前段” 的 端点 . 

则 -等 分 和 BOC， 所 得 角 再 二 等 分 ， 如 此 继续 下 去 ， 最 后 我 
们 将 得 到 -个 角 COr， 它 截 出 一 个 小 于 任何 给 定 面积 的 筷 形 ， 用 
CO KOR K T B) JE. 

设 等 分 角 BOC 的 其 它 射 线 TRF P Q , 并 设 Or š Wa So 
x= pR WOAR, HWA OB. OP, OQ, OR 3 E emak Bp. 
站 Po a, pOr, gRe , hj Ez 3k PJ Ej R H 3 E AZ BF, HIP PCR. 在 
每 一 种 情况 下 ， 弧 的 “ 阐 段 ”都 落 在 螺 线 内 而 “后 段 ， 都 落 在 螺 
线 外 . 

现在 我 们 得 到 个 外 接 图 形 和 一 个 内 接 图 形 ， 它们 都 是 由 相 
做 的 山形 组 成 的 , 为 了 比较 它们 的 面积 , 我 们 从 OC 开始 , 把 它们 
M36956 k E -起 进行 比较 . 
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外 接 图 形 中 的 出 形 OC E. 那么 
HE ORg = PE ORC. 
HE OQ p = WIE OQ, 
B OPb = BE OP, 
Im A E B E rh P) 54 JÉ OB8p' 也 放 在 一 边 . 
于 是 ， 如 果 把 相等 的 鹿 形 都 去 掉 ， 那么 外 接 图 形 与 内 接 图 形 
之 闫 就 等 于 扇形 OCY 与 OBp' 之 差 ; Aah TAE OC., 而 这 个 请 
形 本 身 又 小 于 任意 给 定 的 面积 , 
无 沦 把 和 角 BOC 分 成 名 少 扮 ,证 
明 过 程 都 是 相同 的 , 唯一 的 区 别 是 ， 
MK SU A p Sa JF Dr, deh 05 5836 
OPb, OPq' 38 3 , x BJ Wr 8 5 $h pk E 
一 边 的 内 接 扇 形 , 于 是 , 内 接 图 形 与 
外 接 图 形 之 差 就 等 丁 山形 OC 本 
身 . 
因此 该 命题 是 普 通 真 实 的 . 
注解 ” 玉 为 由 螺 线 所 围 图 形 的 面积 全 于 外 接 几 有形 和 内 接 网 形 
之 问 ， 所 以 有 
(1) 可 以 作 曼 钱 的 外 楼 图 形 ， 使 量 者 之 区 小 于 任意 给 定 的 面 
(2) a PEBE Z BJ N RL, ÜB DS n > 3 jx J TF A A É I81 


命题 24 


由 煤 线 的 第 一 轿 和 初始 线 所 围 图 形 的 面积 , 等 于 “第 
一 较 ， 面 积 的 三 分 之 一 【一 翅 r(2ra)2， 此 处 螺 线 为 "~ 
a0 J. 
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[相同 的 证 法 同样 表明 ， 如 果 OP RRRS -加 上 的 任意 入 
径 ， 那 么 这 段 螺 线 所 围 图 形 的 面积 等 于 以 OP 为 举 径 计 由 初始 线 
与 OP 所 围 筷 形 面 积 的 三 分 之 一 ， 共 中 赂 线 所 围 面积 是 从 初始 线 
开始 沿 “向 前 ”的 方向 量 得 的 . ] 

ROARS, OA 为 初始 线 ，A 是 第 一 圈 的 末端 , 

# “第 一 圆 ” MAOO RBD. OA Airm H. 

BRC 是 第 一 贺 的 面积 ， 只 , 是 第 -HRR 5 OA 所 围 图 形 
的 面积 ， 那 么 我 们 只 须 证 明 

1 


R = ze 


因为 若 不然 ， 风 Ri 要么 大 于 二 Ci， AAF C. 
I. 假定 R< C. 


我 们 可 以 作 R, 的 外 接 图 形 ， 它 是 由 一 些 相似 的 请 形 所 组 成 ， 
设 它 的 面积 荐 已 ， 那 各 可 以 使 得 


F — R, < 4C, -- R.. 
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内 此 Fa. 
从 最 小 的 府 形 开始 ， 信 Op. OQ, + IK B E 0023 42. 最 
大 的 半径 自然 是 OA. 
这 些 半 征 形 成 了 一 个 递增 的 算术 狐 数 ， 具 公关 等 十 最 小 攻 
OP， 设 帘 形 的 个 数 为 +， 那么 我 们 有 「 和 由 命 肿 10 注解 1] 
n QA Z 3(OP23-OGQ2 +H e (A); 
E A # fP! JE BS E E GRE EA E y pk k fl, FELA 
CJF, 
; l. 
或 F >=> gee 
但 这 是 不 可 能 的 、 固 为 严 小 十 二 C 
因此 Ræ AC 
I. BE R,> FC. 
EALE lu fE— 4 H #H I) A JÉ A RA A EE, 设 其 面积 为 /. 
使 得 


l,- 
zE 


R - f < R. - 
上 -~ 
因此 r> rÜ. 
如 果 有 ?一 1 个 户 形 ,其 半径 为 OP:OQ，… 则 它们 形成 -个 
递增 算术 级 数 ,其 中 最 小 项 等 于 公 善 ,最 太 项 OY 等 十 (n 一 DOP. 
因此 f 命题 10 注解 1] 
站 二 


Hj C > 3f, 
或 f =< 3 Ci; 
从 而 R.C, . 


FA 


BTR BOE K P bA RC, MA 


l 
R = 


MEKAK F. E K B A R OP BC DJ OS SQ Hop P 是 
第 一 图 上 的 任何 点; 不 过 ， 为 了 做 到 这 一 点 ， 我 们 只 须 仁 上 述 
证 明 中 把 “第 -m> ARC 换 成 以 口 为 圆心 ,， 虽 PP 为 半径 所 而 
BU NIE 天 LLP, 而 两 个 出 相似 的 扇形 所 组 成 的 图 形 必 须 外 接 利 内 接 
十 螺 线 的 EP 部 分 . 于 是 采用 完全 相同 的 证 法 ,OEP 的 面积 显然 
ERAK KLP). 


C. 


L 


AEREA, 我们 也 可 以 证 明 ， 如 果 Pp 是 第 二 圈 , 或 其 后 
任何 -~ 圈 ， 例 如 第 = EEA’ 那么 由 矢 径 从 开始 -直到 它 到 


达 位 置 OP 所 如 过 的 全 部 面积 分 别 是 记 (C 十 遍 形 KLP) 或 
T+[@m—1)C +B KLP), Meh C 392 O 为 圆心 ，OP 为 半径 
的 圆 的 整个 面积 . 

笑 径 如 此 划 过 的 面积 ， 当 然 不 同 二 鹿 线 到 了 点 为 止 的 最 后 一 
个 整 贺 与 和 拓 径 QP 所 规 部 分 围 成 的 面积 . 因此 , OS R, 是 由 螺 线 


第 一 图 和 (4 所 南 所 各 《第 一 圈 利 切 始 线 上 的 点 A, WE), R: 是 
到 初始 线 工 的 点 A, 为 止 的 第 二 个 整 岗 所 国 面 积 与 上 述 面 积 的 累 
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— 


m H emas WARENA OA, 时 ; R, 已 经 被 划 过 了 两 次 ; 
SERER A OA, 时 , ERR 二 次 , 划 过 Rs Wk, UA R, 
-次 ; 如 此 等 等 ， 
因此 ， 如 果 C. 表示 BaB HAR, - 般 地 ， 我 们 将 有 
FnC, = R, + 2R, 1 + 3R, s+ H nRa, 
而 由 外 圈 或 整个 第 图 与 OA, ñ Er 38 38 Zy ER BJ S: Bz t OS SS 
+ 
R, + Rai + Ra - + += + Re- 
现在 可 以 看 出 ， AERA 25 和 命题 26 GIA Ra A H R| 5 
出 的 命题 24 的 推广 而 获得 ， 
为 了 得 到 命题 26 的 一 般 结 果 , 假设 BC 是 螺 钱 上 任何 -- 圈 上 
的 某 眉 弧 ， 其 长 度 小 于 一 个 整 圈 的 长 度 ， 再 假定 eb Y S x Bl 
的 端点 A. 的 一 个 点 ， 而 CC 是 从 如 点 “向 前 ”的 一 个 点 ， 
GEAR n 因 末 端 和 点 B 之 间 长 度 与 其 所 在 天 长 度 之 比 . 
WARE RA EAF” 到 位 置 0B8 所 划 过 的 面积 等 于 
y + 2 OB 3932 8 9 BB BO. 
而 及 矢 径 从 起 点 到 位 置 OC 所 划 过 的 面积 就 等 二 
F G DCL OC AEBREN + OAE BMO). 


由 OB. OC 和 螺 线 的 BEC 部 分 所 围 面 积 等 于 这 两 个 表达 式 
Z: AAMER HEA OR 与 OC Zk. MARTERA 
iata- PEOC OC 12 48 00 Bl BD + CORE P MOD). 
u. 命题 15 的 注解 ， 
G + EA BYMC) : {0r + ZOUR BMC) + GRIE B'MC)) 
=08: OC, 
因此 
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(a+ EOC B'MO : OAE B'MC) = B: (OC — ÖB}. 


M 


TË gerwe sloc onl- oett] 


OC — OB OC: 
_ 1 ,OBOC + OB) + OC 
3 OC: 


OC -OB + +c — OBY 
OC: T 
命题 25 的 结果 是 这 种 情况 的 一 个 特例 ， 而 命题 27 的 结果 立 
刻 就 能 得 和 到， 正如 该 命题 下 面 所 示 . | 


命题 23，26，27 


[命题 251] 8A rm or 3 MpETE 
RIOA; PHH SI DERZEIT: 12 Fitt 


例 式 为 { r+ ke t 你 其 中 Fiata aan $ 
和 第 二 加 ' 的 半径 . 
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[命题 26] 32 8BC RARRHEA— B Ly EE 
度量 的 一 段 弘 ， PECES R SSiT I TEB. Babi O NN. 
OC 为 半径 的 较 与 OB 相交 于 8 M 

(OB 与 OC ERRA BHR) : (RE OBS8C) 
= {0C - OB + (OC — OB22) : O07. 

[命题 27] WR, 为 蛇 线 第 一 图 与 初始 线 所 国 商 积 ， 
R, 为 第 二 个 整 圈 黑 加 上 来 的 闸 积 。R; 为 第 三 笨 表 累加 上 
来 的 面积 ， 如 此 继续 下 去 ， 则 

R,=?R., B= 3F5:. Rs= dR;» ... y; 

R,= (nD M. f 
此 外 ， . R,=- 6f. ， 


[ 阿 基 米 德 对 命题 25 的 证 明 ， 加 上 必要 的 变更 ,与 他 对 更 为 
一 般 的 命题 26 的 证 法 相同 . 后 者 将 在 此 处 适当 地 给 出 , 县 作为 - 
个 特例 用 于 命题 25. | 

E BC 为 赂 线 任 … 轿 上 沿 “上 正 向 ” 量 出 的 一 段 强 , C KH 为 以 
站 为 图 心 ，OC 为 半径 所 作 的 圆 . 

了 歌 一 个 圆 ， 使 其 半径 的 平方 等 于 

OC -OB + + OC _ OBY, 
令 为 其 上 上 的 一 个 剧 形 ， 它 的 圆心 朋 等 于 一 BCOC 
于 是 c: (扇形 OB'C)= {0C + OB+ 1 (0C— OB) : 0C, 
因此 ， 我 们 只 须 证 明 
Ba O BC 的 面积 一 s. 

FTR. RE OBC 的 面积 (我们 将 称 其 为 S) 一 定 大 于 或 小 

+ s. 
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EAHA S 的 外 接 图 形 。 它 由 一 些 相 似 斋 形 所 组 成 ， 设 其 面积 
为 下 ， 则 可 以 使 得 

五 SS 一 
即 F>g. 
从 OB 开始 ， 记 这 组 扇形 的 半径 为 OP,， OQ, +, OC， 延长 OP， 
OQ， 一 与 网 CKB' 33, 

如 果 直 线 OB, OP, OQ, w, OC 是 条 、 那 么 和 外接 图 形 中 
的 扇形 个 数 就 是 x 一 1, 而 肩 形 OQB'C 也 将 谱 分 成 为 一 1 个 相等 的 
AE. IH OB, OP, OQ, +, OC 将 形成 -个 项 的 递增 算术 
级 数 . 


K 


因此 [L G Rü 11 及 其 注解 ] 
(DOC: (OPOR +- OC) 
ZOC: (oC: OBL (OC — OB 
所 扇形 OB'C : go， 由 假设 得 . 
从 而 ， 上 让 相似 扇形 之 比 等 于 它们 的 半径 平方 之 比 可 得 
RIE OBEC: F — BW JE OB'C : o, 
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因此 F > z. 

fBix e S REKS, A F<< s. 

于 是 ， Ñ < s. 

I. 假定 S > o. 

在 面积 S AE … 个 内 接 图 形 ， 它 由 一 些 相似 和 山形 所 组 成 ， 设 
其 面积 为 /， 则 可 以 使 得 

£S — / =< Š — r, 

即 f > z. 

设 组 成 图 形 f BJ H RB E BD E 6 OB, OP, =. OY, Han 
—1 +. 

在 此 情况 下 ， 我 们 有 [ 见 命题 11 及 其 注解 」 

(a— DOC: (OB 4+OPI + OF) 

OC : {0C + OB+ 1 (OC—08)’), 

即 FUE OB'C : f > AE OBC: o, 
因此 Jf < o. 
但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 f > o. 

所 以 S > o. 
则 由 5 8 F K'T3 F TF z 可 得 

S = n. 

fr iy ih WPF BHR A, 对 应 着 瑟 , 第 二 图 末端 对 
WEC, BARE OB'C 便 成 为 整个 “第 二 圆 :， 即 以 OA, 《或 
ra) 为 半径 的 加 . 

于 是 

(H QA, 与 螺 线 所 围 面积 ) : ( 第 二 图: 面积 } 


= innt inr} : ri 


3 
= 2+2): 4 (GRH r=) 
=7 : 12. 
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F m OA, 与 螺 线 所 围 面积 等 于 员 i+ R, (Ë) H OA 和 第 一 图 所 
围 而 积 , 与 第 二 阅 所 围 并 累加 于 内 环 的 面积 之 和 )， 而 且 “第 二 
mM 是 “第 一 图 的 4 和 售 ， 因 而 等 于 12Ri. 


FE (R, + R,) : 12R, = 7 : 12, 
或 R. + R, = 7R,. 
因此 R, = 6K.. 41) 


接 下 来 ， 对 于 第 二 圈 ， 我 们 有 
(RidR,+R,) 0 ' 第 三 区? 的 面积 ) 


2 


一 (rir a= rao) : ri 


— (3。2 十 工 ) , 2 
= (3+2+) :3 


=19 : 27, 
WH (Zw WHER =9 (€ "E HER) 
=27 R; 
因此 R. LR, R ,=19R,, 
H (1) 式 可 得 R, = 12R, 
= 2R,. (2) 
如 此 等 等 . 
一 般 地 ， 我 们 有 


(RHR +R.) C CB n BD — (ra HEr) š, 
(Rit Ryt tR. 1) : (第 nn 一 1 BJ) 
= {rain -十 村 (r,-1 ra) t i rijs 
而 有 Gn BED : Œ a-l M) = x: 2-1. 
因此 (Ri HR: Foe HR,) : (RiR HHR) 


= (nG 1 +) © | Cn 一 TD 2) ++) 


= (3n(n—1) +1} : i13(Gn—l1)(n—2) +1}. 
显而易见 ， 


185 


ee 


Ra: (R IR tHe HR, - |) 


=6(n— l): (3Gr— 1302 +l}. Cay 
He bL Hh 
R. | : (R, + R, + = + R. ;) 
= tno 2) : (30 — 2)(n — 31 + 1}, 
Aen E H 


Rai i (R HRH HR) 
=n — 2) : (6(n—2)--3(n—- n3 +i} 


=6ü6(n-—2) 1 {3fa— lla —2)+ 1). (8) 
联 立 5o) 与 48?， 我 们 可 得 
R, Ro- = (n — 1) t (m — 2). 


因此 R.. Ra Rais ttt R, ZJ EV 3 1, 2, 3, n; (—1) 为 
比例 的 . 


命题 28 


W O JNE. BC 为 螺 线 任 一 外 上 洛 ER Wiii 
任 一 段 狐 ， 体 黄 个 图 : (D TO NESN,. OB 为 半径 ， x 
OC FC, OQ) DLO NBI. OC 为 半径 ， OB 的 延长 
线 于 B'. WRS ERRANEN B' C. 线段 B88 和 螺 线 
BC 所 围 的 面积 ,用 广 家 示 较 小 的 四 站 BC'. 线段 CEC WR 
线 BC 所 围 的 面积 ， 那 么 


E: F = (08 十 本 (Coc 一 06)) : 
(OB 十 村 (oOC — OB. 


S c 表示 较 小 的 扇形 OBC' 的 面积 , 则 较 大 的 扇形 OB'C 面积 
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ETF c+ FE. 


因此 [命题 26] 
(G HF): G+F+E)= OC, OB++(OC—OBD5)) : OC, (1) 


即 


E: (e + F) = OCOC — OB) — $0C — OBY?} 


: (OC -0B + Loc — OR: 
= {OB(OC — OB) + = oc — OB) 


: (OC -OBR + + (OC — OB). (2) 


HA (e + F + E): a = OC: OR. 
AHi. H (1) 式 可 得 


(G+ F): c= (OC. OR + OC — OR: : OB, 
即 (e P F): F= (OC. OB + 3 OC — ogy) 


: {OB(OC — OB) + + (OC — OBY}, 
将 此 式 与 (2) 联 立 可 得 
E : F = {0B(OC—0OB) + Š (OC— OB) 
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z tOBeOC— OB) + (OC— OB) 


= {08+ £ {0C-0OB)} : (0B+4(0C—0B)}. 


[1] 海信 格 ‘Heiberg) 该 作 TEXOS BE olieaopnsua， mEt trios , BEA 
正 的 读 法 或 许 是 rehous õe norideopeva. 这 就 意味 着 似乎 有 一 个 简单 前 “ 销 
R’. 

[z] vo obey rnana otapas ry Bogevr rpaftart aaepas opawaa, HD. 和 作 一 个 球 
页 与 Py E WU PR SENI. 具 与 伪 一 给 定 的 妹 缺 的 体积 相等 . 工 参看 《 论 坪 与 加 
#) ú.5.] 


[3] Goym) petoa 4 pohov tov, ov eXe T.A. A. BEF (表面 积 之 比 ) 了 
的 比率 ， 见 tHE) H.R. 

[4] 该 词 千 计 应 基 “the conoid”， 而 不 是 “the cone”- 

[5] 该 作 册 过 程 是 假定 可 以 做 到 的 ,至 于 怎样 完成 则 没有 任何 说 明 ， 甚 希腊 
Jim Bib, WE sobo 与 D H 3605 PH, ES AAMA Ce 
woa). ”这 是 veuƏts 的 名 称 已 知 时 常用 的 说 法 . 

[6] 希腊 语 表 达 是 “放置 PH ENAME (O Z B|, 并 通过 BB 点 ,” 这 
种 作 图 过 程 是 假定 和 的， 就 像 上 :一 个 定理 中 类 似 的 博 形 . 

[7] 用 希腊 文 描述 PH 5 A D vepounav er (对 齐 ), 就 象 前 面 的 作 图 过 程 是 候 
定 的 一 样 . 

[8] 希腊 文 是 “放置 另 一 条 了 直线 ]GQ TO ARK (veoousev), 有 GQ 一 KB.” 
这 个 特殊 的 vevats MAA (Pappus) Urhei (P.298， 编者 Hultsch)， 见 
绪论 第 Y 章 . 

[8] RE- TERRE H. 

[10] 即便 公差 不 等 于 4，. 该 命题 也 是 正确 的 . 在 命题 25 和 命题 26 中 假定 
了 公差 的 更 - 般 的 形式 . 然而 ， 笛 于 阿 基 米 德 的 证 明 假 定 了 A WAEN 
等 的 所 以 在 此 插 进 这 上 段 话 ， 以 防 引 起 误解 - 

L11] 直译 自然 分 别 应 基 “ 螺 线 的 起 点 ”和 “旋转 徇 起点". 但是， 为 以 后 使 
用 方便 ， 现 代 名 称 将 更 为 含 适 ， 因 此 这 时 使 用 现代 各 称 . 

L123 免 上 -个 注释 ， 

[131 这 是 - :个 假定 已 知 为 真 的 定理 ; 不 过 ， 该 定理 容易 被 证 明 ， 
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一 一 - 论 平面 图 形 的 平衡 一 一 


I 


“我 给 出 如 下 公设 : 

1. 相等 距离 上 的 相等 重 物 是 平衡 的 , 而 不 相等 距离 上 的 相等 
重 物 是 不 平衡 移 ， 且 向 距离 较 二 的 .- 方 刁 斜 . 

2. 如 果 相 隔 一 定 距离 的 重 物 是 平衡 的 , 当 在 某 一 方 增加 重量 
时 ， 甚 平衡 将 被 打 礁 ， 而 且 向 增加 重量 的 一 方 倾 斜 . 

3. 类 似 地 ,如果 从 基 一 方 取 掉 一 些 重量 , 其 平衡 也 将 被 打破 ， 
而 且 向 末 取 掉 重 量 的 -一方 癸 斜 . 

4. 如 果 将 全 等 的 平面 图 形 互相 重 倒 ， 则 它们 的 重心 重合 ， 

5. 大 小 不 等 而 相似 的 图 形 ， 其 重心 在 相似 的 位 置 上 ， 相似 图 
形 中 的 相应 点 亦 处 于 相似 位 置 ， 即 如 果 从 这 些 点 分 别 到 相等 的 角 
作 直 线 ， 则 它们 与 对 应 边 所 成 的 角 也 相等 . 

6. 车 在 一 定 距 离 上 的 重 物 是 平衡 的 , 则 另外 两 个 与 它们 分 别 
相等 的 重 物 在 相同 的 距离 上 也 是 平衡 的 ， 

7. 周边 四 向 同 侧 的 任何 图 形 ， 其 重心 必 在 图 形 之 内 . 


命题 1 


在 相等 距离 上 平 街 的 物体 其 重量 相等 ， 


设 物体 的 重量 不 相等 ， 在 不 等 重 的 两 者 之 间 ， 从 较 重 者 中 取 
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掉 莽 额 ， 剩 余 的 物体 将 失去 平衡 [公设 3] . 这 是 矛盾 的 ， 
因此 ， 物 体 的 重量 - 定 相 等 . 


命题 2 


距离 相等 世 盖 洁 趟 等 的 物体 是 不 平衡 的 ， 而 县 向 较 
WAI. 


在 不 等 重 的 两 者 之 间 ， 从 较 重 的 一 方 取 掉 差 秆 ， 则 根 等 的 剩 
余 物 体 将 处 于 平 奖 状态 1 公设 1]. 因此 ， 当 我 们 上 骨 洪 加 物体 司 两 
HEREN, 这些 物体 将 失去 平衡 ， 而 且 疝 较 恒 的 -- 方 乱 斜 
[公设 2] . 


命题 3 
若 蓝 量 不 相等 的 物体 在 不 相等 的 距 商 上 处 于 和 平衡 状 
S. MRES. 


设 A、8B 是 重量 不 相等 的 两 个 物体 (让 4 RRRA), Haa 
在 距离 AC. BC 相对 平衡 . 


M| AC BC. SM. J. AARE A-R). 则 其 剩余 部 
分 将 向 R AA [公设 3] ,但 这 是 不 可 能 的 . M q (1 # AC= 
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CB,， 其 相等 的 剩余 物件 将 是 平衡 的 , 或 (2) 车 AC>CR, 它们 将 
HERRE- J Afi a]. 

EU AC—CR. 

Dm., EECA, A AC-CCR, W| ASB. 


命题 4 


=P Tm Kas FI. WAHE 
必 在 它们 的 重心 连 线 的 中 点 上 上 . 


[这 -命题 可 依据 归 廖 法 从 命题 3 获 证 . 阿 基 米 德 假定 两 者 
总 体 的 重心 在 两 者 各 自重 心 的 连 线 上 , 并 说 明 这 -- 结 论 在 (xpoie- 
Serera) 之 前 已 被 证 明 . 这 是 提示 在 杠杆 上 〈rspt guyo) 对 上 面 
论述 是 无 疑问 的 . J 


命题 5 


若 三 个 等 看 的 物体 的 重心 在 一 条 直线 上 ， 且 其间 算 
相等 ， 那 么 这 一 系统 的 重心 将 与 中 则 物体 的 重 必 午 合 . 


[此 命题 可 由 命题 4 立即 得 证 .] 

推论 1 对 任意 奇数 个 物体 ， 如 果 它 们 是 与 最 中 间 的 物 悼 等 
距 的 等 重 物体 ， 县 共 重 心间 的 距离 相等 ， 则 系统 的 重心 与 最 中 间 
物体 的 重心 重合 . 

推论 2 对 任意 偶数 个 物体 ， 如 果 它 们 的 重心 之 间 曙 亢 相等 
HERA -直线 上 ， 最 中 间 两 个 物体 重 最 相等 ， 并 且 与 它们 【两 
AD 距离 相等 的 物体 重量 分 别 相 等 ， 则 系统 的 重心 是 中 间 两 个 物 
体 的 重心 连 线 的 中 点 . 
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命题 6，7 


FAR [合十 6] 或 不 可 公 度 [HE7] NBI TR, 当 
其 [EE sz 4691 验 离 与 两 痢 成 反比 例 时 ， 处 于 平衡 状态 . 


I. #ËERE A.B 是 可 公 度 的 , 且 点 A. B s P| E tz TT] 69 t ,C 
分 割 线段 DE， 和 使 得 
A:B= DC:CE. 
下 面 我 们 来 证 明 , 若 将 A 放 在 五 处 , 瑟 放 在 已 处 , 则 女 是 44、 
号 总 体 的 重心 ， 


[Ip 


因为 4、B 是 可 公认 的 ， 所 以 DC. CE 也 是 可 公 度 的 . 设 长 
E N E DC, CE 的 公测 度 , 作 DH. DK 均等 于 CE, 作 EL (在 
CE 的 延长 线 土 ) 等 于 CD, AA DH=CE, 所 以 EH=CD. 因此 
E 二 等 分 工 瑟 ， 同 理 万 二 等 分 HK. 

因此 LH. HK Ü E N 的 偶数 倍 . 

取 数 量 值 O, E Aua OHRA 5 LH 8 N 的 倍数 相等 


|Z 


Bp 
A:O= LH N. 
但 是 B: A= CE : DC 
= HK: LI. 
Hi, FB O R|, B: O—=HK: N, RAAE tü S O P! 
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TEH 万 天 包含 N 的 倍数 相等 ， 

FUORA, BHAWE. 

将 LH. HK 分 成 与 N 相等 的 若 于 段 ， 4、 五 分 成 与 口 相等 
的 若干 部 分 .4 被 分 制 成 的 部 分 数 将 等 于 了 豆 该 分 割 成 的 段 数 , 忆 
第 分 出 成 的 部 分 数 将 等 于 HK 被 分 割 成 的 段 数 ,将 4 的 每 -部 
Ayy mk (£ LH 的 每 一 线段 N 的 中 点 、B 的 每 一 部 分 分 别 放 在 
HK 的 每 - -线段 N 的 中 点 ， 

则 间距 相等 的 A 的 部 分 的 总 体重 心 将 在 7 本 的 中 点 五 klé 
题 5, 推论 2], 间距 相等 的 B 的 部 分 的 总 体重 心 将 在 HK 的 中 点 
D L. 

因此 ， 我 们 可 设 A fEMHIT E, B #EB] +T D. 

但 是 由 4 tl B BJ 32 O FE RR BU) #& P RRA TERAS HEE 
LK 上 间距 相等 的 物体 组 成 的 系统 . 又 因为 LE=CD, EC 一 DK， 
所 以 LC=CK, BR C E LK 的 中 点 . 所 以 C 是 排列 在 LK 上 的 系 
统 的 重心 . 

所 以 ， 帮 用 于 瑟 的 4 和 作用 于 五 的 召 相 对 于 C 平 衡 - 

1. 设 其 值 不 可 公 度 , 取 安 们 分 别 是 tA 十 a) 与 B, 让 线段 DE 
被 局 分 割 ， 使 得 

CA +a): B = DC : CE. 


D C E 


DEE 


如 果 (Ata) WE EA, BAE DARAT 不 平衡 BM 
(4 十 a) 或 过 大 或 过 小 ， 从 而 不 能 与 总 平衡 ， 
如 果 可 能 , 设 (4 十 a} KAMTAR BFE. 从 tA 十 a) 处 


193 


ER 
薄 掉 重 基 什 .小 于 使 利 余 部 分 与 晴 平 衡 所 需 减 去 的 重 基 ,但 保 
证 得 到 的 剩余 物体 4 与 五 的 量 值 是 可 公 度 的 - 

因为 A、B 可 公 度 , H 

A: B< DDC: CE, 

Br A g! Bp 3-3 [mas], H D Föl. 

这 是 不 可 能 的 ， 因 为 取 掉 4a 以 后 并 不 足以 使 和 4 与 BB 达到 平 
衡 ， 所 以 五 端 也 将 向 下 沉 ， 

所 以 ，( 有 1 十 a》 不 是 过 大 而 不 能 与 B 平衡 ， 同 理 可 证 B 也 不 
是 过 天 而 不 能 与 (4 十 e) Efi. 

因此 ，( 有 4 二 a》 与 BB 总 体 的 重心 在 忆 人 处. 

命题 8 

若 AB SE— 8039 C 的 重 物 ; 自 它 的 一 部 分 AD NE 

心 是 F, 剂 鞠 余部 分 的 便 心 将 是 FC 的 延长 线 上 的 一 点 G， 


并 使 得 . 
GC : CF= (AD) + (DE). 


A E 


Fe 


如 果 剩 余部 分 DE) 的 重心 不 是 C, 设 它 为 号 ,由 命题 6，7 
可 立即 推出 一 个 亦 误 . 


命题 9 


任何 平行 四 边 形 的 章 必 在 其 对 边 中 点 的 连 线 上 . 


设 ABCD 是 一 平行 四 边 形 , R EF 是 对 边 AD. BC 的 中 点 连 
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线 . 
若 平行 喇 边 形 的 重心 不 在 上 FF L, REREH L. fE HK Y 
行 于 AD 8 BC, R£ EF + K. 


F, HWH335 38604 BE EL JV F KH. 

FE AE 和 ED 使 其 各 部 分 都 等 于 EL, 且 过 各 分 点 作 AB sk 
CD HFI. 

于 是 就 得 到 若干 全 等 的 平行 四 边 形 ， 且 如 师 其 中 的 任意 一 个 
与 荔 一 个 重合 ， 则 它们 钓 重心 将 重合 [公设 4] . 因此 我 们 有 偶数 
个 重 世相 等 的 物体 ， 它 们 的 重心 排列 在 同 -- 查 线 上 有 间距 相等 ， 
所 以 ， 整 个 大 平行 四 边 形 的 重心 将 在 中 间 两 个 平行 四 边 形 的 重心 
ERE [命题 5， 推 论 2] . 

但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 五 在 中 间 小 平行 四 边 形 之 外 

EA, ABCP 的 重 交 必须 在 EF E. 


命题 10 
平行 四 边 形 的 重心 在 其 对 角 线 的 交点 寺 . 


由 上 述 命 题 知 ， 平 行 四 边 形 的 重心 在 趟 对 边 的 平分 线 上 . 所 
以 其 重心 是 对 边 平 分 线 的 交点 ， 这 个 点 也 是 对 角 线 的 交点 . 
另 一 种 证 法 . 
设 ABCD 是 已 知 平 行 四 边 形 ，BD 是 -- 条 对 角 线 . WZA 
ABD 522 f 6 CDB 全 等 ， 所 以 [公设 4]， 如 果 … 个 三 角形 和 另 
-个 重合 ， 则 它们 的 重心 也 重合 . 
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设 广 是 三 角形 ABD 的 重心 ,GG E. BD 的 中 点 . 连结 FC 并 延 
E * H. 使 FG=GH. 

# 4] fi ABD 放 在 三 角形 CDR 上， 使 AD sj CB. 
AB 二 CD 分 别 重合 ， 则 点 六 与 点 二 
重合 . 

而 [ 据 公 没 4j 下 将 与 CDE 的 重 
心 重合 .所 丹 吾 是 CDB 的 重心 . 

因为 玉 , 开 是 商 个 全 等 三 角形 的 B c 
重心 ， 所 以 整个 平行 四 边 形 的 重心 在 FE 的 中 点 上 ， 即 在 BD H) 
中 点 上 ， 也 就 在 平行 四 边 形 两 条 对 角 线 的 交点 上 . 


命题 11 
WR abc, ABC 是 商 个 相似 三 角形 ， 和 县 g、 台 两 点 分 


别 位 于 三 角形 abc. ABC 的 相似 位 置 , 车 8 是 三 角形 abc 
的 重心 ， 则 G 必 是 三 角形 ABC PSI . 


A D 


没 ab : be t ea 5AB : BC: CA. 


A 
b c B C 
这 -命题 用 反 证 法 可 立即 证 明 . A G Kk 2 fh 3 ABC 的 重 
心 ， i H 是 其 重心 . 
AARS A’, g. H aah FAE abe W ABC 的 相似 位 置 ， 


Am HAB A GAB 相等 ， 这 显然 是 错误 的 . 
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命题 12 


有 商 个 相似 三 角形 abe, ABC. Bl q. DAAE be, BC 
B9thag,.# abc 的 重心 在 aq 上 , 则 ABC 的 重心 在 AD 上 


设 sd LES g 是 ab 的 重心 . 


a 


ZA 


EAD LRAG #14 
ad : ag = AD : AG. 
a ahe gb, zc, GB. GC. 
因为 两 个 三 角形 是 相似 的 , B bd、 BD 分别 是 如 ,BC 的 一 半 ， 
所 以 
ah: bd = AB: BD, 
H ZzZabd = Z ABD. 
所 以 三 角形 bd, ABD 是 相似 的 ， 且 
Zbad— Z BAD. 
x ba : ad= BA : AD, 
H # Ln, ad : ag= AD : AG. 
所 以 bat ag=BA: AG, H Zbag= Z BAG. 
所 以 三 角形 bag 和 BAG 是 相似 的 ， 且 


Z ahg = Z ABC. 
又 因为 Zabd— ABD , 
所 以 Z gzba= ZGBD . 


问 理 可 证 得 
gac = AGAC, 
acg = Z ACG , 
Z gcd = Z GCD. 
所 以 g. G alir J = JË abc A ABC 的 相似 位 置 根据 
[e Eu 11] G E. ARC 的 重心 . 


命题 13 


E= Bp 6 br —Ti a S FLS P na 
的 连 线 上 . 


ip ABC 是 :个 二 角形, 五 是 吾 C 的 中 点 . 连结 4， 则 二 角 
Ë ABC 的 重心 在 AD E . 

设 4BC 的 重心 不 在 AD 上 , 设 末 是 重心 , 作 HIY + CB 
R AD T 1. 

平分 PC ， 再 平分 其 一 半 ， 如 此 下 去 直至 所 得 线 县 的 长 等 于 
DE 而 小 于 HI. 


A 


分 割 BD 和 PC， 使 各 分 线段 的 长 等 于 五 二， 过 各 分 点 作 DA 
的 平行 线 ， 并 分 别 交 BA 于 点 K. L. M, 2 AC T A N. P. Q. 
连结 MN、LP、KQ， 这 些 线段 均 平行 于 BC. 
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现在 我 们 得 到 一 系列 平行 四 边 形 FQ. TP. SN. RAD 平分 
它们 的 对 边 . 因此 每 个 平行 四 边 形 的 重心 者 在 AD 上 [命题 9], 
故 它们 组 成 的 同形 的 重心 也 在 AD 上 . 

设 所 有 平行 四 边 形 组 合 在 一 起 的 重心 是 OQ 连结 O H 3 S < 
Z: ECV 平行 于 了 A % OH 的 延长 线 寺 六. 

如 果 AC 被 分 成 n 部 分 ， 

AADC ; (E AN, NP, w LAE ZAD 

SAC? (AN? HNP? -.…) 


=n : n 
=n : ] 
=AC : AN. 
类 他 地 
AABD: (AM, ML, EBZ ĦA) 
= AB! AM. 
X AC : AN= AB : AM. 
由 此 得 


ZNABC : (所 有 小 二 角形 的 面积 之 和 ) 一 C4 AN 
>VO : DB， 由 平行 . 

假设 OV 的 延长 线 至 X， 使 得 

AABC: (所 有 小 三 角形 的 面积 之 和 ) 一 XGO : OH. 

由 分 化 ， 得 

(平行 四 边 形 之 和 } : (小 三 角形 之 和 ) 

=XH : HO. 

因为 三 角形 ABC 的 重心 是 已 ， 且 所 有 平行 四 边 形 组 成 的 图 
形 的 重心 是 由 命 蚁 8 可知 所 有 出 小 三 角形 组 成 的 剩余 部 分 的 
重心 是 X. 

但 这 是 不 可 能 的 , 因为 所 有 三 角形 都 在 过 四 与 AD EHE 
线 的 同一 侧 . 

所 以 ， 三 角形 的 重心 必须 在 ADE. 
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另 - 种 证 法 ， 

若 可 能 . HAE ABC J D H FRA AD 上 .连结 AHN, 
BH., CH. R E, Fay ECA, AB 的 中 点 ,连结 PDE, EF. FD. 
ÎE EF 2 AD T M. 

WE FK. EL 247 T AH. HJA BH. CH T K. L, 连结 
KD. HD. LD. KL, Bi KL S DH T N, Hitik MN. 


因为 DE 平行 于 AB. MAZAI ABC 和 EDC 是 相似 的 . 

MEI CE=EA, E ELFI TF 4 万 ， 则 CL=LH. X CD= 
DH. 所 以 BH 平行 于 Dr 

因此 在 相似 且 位 置 相 似 的 三 角形 ABC. EDC P, RER AH. 
BH 分 别 平 行 于 EL、DL; 南 此 推出 万 、 工 分 别 位 于 各 自 的 三 区 
形 的 相似 位 置 . 

由 假设 ,HH k= W ABC 的 重心 . 因此 工 是 三 角形 EDC 的 
重心 ， [mE ll] 

P], 点 外 是 二 角形 FBD 的 重心 . 

又 三 角形 FED, EDC 是 相等 的 ,所 以 两 者 合 在 一 起 的 重心 在 
KLA TAE, MENE. 

去 掉 三 角形 FBD, EDC, 三 角形 ABC 的 剩余 部 分 是 平行 四 
边 形 A4FDE， 且 其 重心 是 它 的 对 角 线 的 交点 M. 

由 此 可 得 整个 三 角形 ABC 的 重心 必 在 MN 上 ; 即 MN 必 通 
HH, RERIT (AA MN 平行 于 AH) . 
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所 以 三 角形 ABC 的 重心 必 在 AD F. ` 
命题 14 


击 上 述 命题 立即 可 得 ， 任 何苦 角形 的 重心 均 在 其 任 
痢 两 个 顶点 与 其 对 边 中 点 连 线 的 交点 上 。 


命题 15 


如 果 AD. EC 是 梯形 ABOD DAREA., AD EE 
短 的 一 边 , 县 若 AD. BOAR E. F Sy, sua 
mm EF 上 的 GG pr. 使 得 

GE : GF= (3BC+AD) + GAD+BC) . 


延长 84、CD 交 于 OO. 因为 AE= ED, BF= FO, 所 以 EF 的 
延长 线 过 点 O. 


现在 三 角形 OAD 的 重心 将 在 OE 上 ,三 角形 OBC 的 重心 将 
# OF E. Che 13] 
由 此 得 ， 列 余部 分 梯形 ABCD 的 重心 也 在 OF 上 . [命题 8] 
连结 BD, L. 对 将 其 三 等 分 . p L. M fE BC 的 平行 线 PQ. 
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RS, Bay SAT P. R, # FE j:W. V. %@ CD JF Q. S. 
连结 DF., BE, DF % PQ T H, BE % RS 3 K, 


EE BL= BD ， 
FH=+FD. 
WA H ESAE DBC 的 重心 1. 


同 理 ， 因 为 EK== 广 BE， 由 此 得 外 是 三 角形 ADB 的 重心 ， 
所 以 三 角形 DBC, ADB 合 起 来 的 重心 ， 即 梯形 ABCD 的 重 
心 在 直线 HK E. 
但 其 重心 又 在 OF E. 
E, OF, HK REZET G, M| CERE ABCD 的 重心 . 
所 以 【命题 6，7] 
ADBC : AABD = KG : GH 
=VG : GW. 
x ADBC : AABD= BC : AD. 
所 以 HC: AD=VG : GW. 
由 此 得 
(2BC+ AD) : (2AD+BC) = (2VG+(JW) : CGW+VG) 
=EG! GF. 


Dl 命题 14 的 这 -- 推 论 阿 基 米 德 曾 未 作证 明 ， 而 作为 俱 定 提出 . 
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一 一 论 平面 图 形 的 平衡 一 一 


II 


命题 1 


WERP, PRATADE. Bl D、E 分 别 是 它们 
的 重心 , 则 它们 总 体 的 雷 心 将 在 D. E 连 线 的 C 点 上 , B 
C 点 由 关系 | 
P : P' =CE + COM 
来 确定 . l | 


在 DE 所 在 的 直线 上 度量 EH. EL, 使 其 均等 于 DC, H DK 
3 F DH; 由 此 立 妥 推 上 得 DK 二 CE, KC=CL. 


O = m= rE 


S T A A = 


EEE MN, fE JU 8USE T 303 2u S JE P BJ ñ Ei, REFF 
HB3F4yT KILI, KAREE KH 所 平分 ， 

内 为 KD=DH. JE D E MN 的 重心 . 

延长 短 形 中 平行 于 天 右 的 边 , EEE NO, 使 其 底 等 十 HL 
T E 是 矩形 NO 的 重心 ， 

现 (MN) : (NO) =KH: HL 

=DH : EH 
=CE: CD 
=P: P. 
但 是 (MN) =P. 
所 以 (NO) =P. 

又 因为 忆 是 下 的 中 点 , C R HB T VE YIN iD E (MN). 
(NO) 组 成 的 平行 四 边 形 的 重心 ， 其 中 CMN). (NO) 的 面积 分 
m T P. P', B rl] PP、P' 具 有 相同 的 重心 ， 

Eit, CEP., PAE- EHE i 


靖 题 2 的 预备 定义 和 预备 引 理 


“ 苦 在 由 一 直线 与 直 关 锥 的 截面 组 成 的 有 界 抛 物 线 弓形 内 ,有 
一 与 其 同 底 等 高 的 三 角形 被 内 按 ， 其 余下 的 抛物 线性 形 又 有 同 许 
等 高 的 三 角形 被 内 接 ， 然 后 其 余下 的 抛物 线 号 形 内 又 有 三 角形 以 
同样 的 方式 被 内 楼 ， 由 此 继续 下 去 所 得 的 图 形 被 称 为 “以 认可 的 
方法 内 接 ”(yvwpepes eyYypabeobat) 于 弓形 . 

这 是 显而易见 的 . 

《1) 这 样 内 接 的 图 形 中 最 靠近 掀 物 线 马 形 顶 点 的 两 个 钊 顶点 
的 连 线 ， 以 及 依次 下 来 的 每 一 对 角 顶 点 的 连 缆 ， 均 将 平行 于 抛物 
线 己 形 的 底 ; 

《2) 所 述 连 线 将 被 抛物 线 马 形 的 直径 平分 ， 旦 

(3) 所 述 连 线 将 直径 分 着 成 若干 慌 ， 并 使 各 段 的 比 旺 奇 数 于 
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BPTIYN TYE 1 


— m 


RHEA HW Ha 3 [aS HE] ph302K J TOA. 

jx E PE hb H 2 281 tE 16 24 BJ ht E #£ uE BH (ev tats ratecew) . 

[上 面 最 后 儿 句 话 上 暗示 了 -- 个 意图 , 即 这 些 命题 与 系统 的 证 明 
有 一 定 的 联系 ;但 这 一 意图 似乎 没有 被 落实 ,或 至 少 我 们 知道 在 阿 
基 米 德 的 那些 未 遗失 的 著 必 中 这 -意图 林 得 以 显现 . 然而 ,这 些 
结果 可 以 很 容易 地 象 下 面 由 ¢ 求 搜 物 线 弓 形 的 面积 》 中 的 命题 导 
出 . 

(]> 1 BRQPApgrb 是 以 Bb AR, A SINO. AG 为 直径 的 
Ph rk J q MATAT? 34 3eB3J B JE . 


等 分 线段 BQ. BA. QA, Aq, Ab, qb, 有 是 过 其 中 点 作 AO 的 
EiT., 分别 交 Bb F G. F. E. e, f. z + 
jx e R Brit A 0 p £ 3 ERMAR Q. P. p. q. r [ GR 
物 线 弓 形 的 面积 》 命题 18],， 即 过 内 接 图 形 的 各 第 预 点 [因为 三 角 
形 和 抛物 线 马 形 等 高 ]. 
N BG = GF = FE = EO, H Oe = ef = fg = pb. 
但 BO=0b, FAA Bb 被 分 割 后 的 各 线段 相等 . 
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O TEKER 


如 果 AB. RGF L, H Ab, rz WEF 
则 有 BG GL=BO:OA 出 平行 
=O : QA 
=bg i gi, 
所 以 GL — gt. 
X [Ë (Rh ZE KER m 41 
GL : LR = BO : OG 
= po: u£ 
= gil: fr; 
H. 因为 GL 一 jt, LR=ir. 
因此 CR. zr 相等 旦 平行 . 
因此 GRrg E FTM Ë, R Rr 中行 于 Bh. 
同 理 可 得 ，Pp，Qg 均 平 行 于 26， 
(2) AA RGer 是 半 行 四 边 形 ， R RG., rg 平行 于 AO. GO = 
Og， 由 此 可 推出 Rr 被 AO 〇 平分. 
同 理 可 得 Pe, Qç 被 AO 平分 . 
(D RE, # V. W. X E Pp. Qg, Rr 的 中 点 ， 则 
AV: AW ; AX : AQ = PV? : QW? : RX? : BO’ 
一 1:4:9:16， 
所 以 AV : VW : WX: XO=1: 3: 5:7.] 


命题 2 


如 果 一 个 图 形 “以 认可 的 方法 ， 内 和 接 于 抛物 线 号 形 ， 
则 其 重心 将 在 抛物 线 误 形 的 直径 上 . 


在 上 述 引 理 的 图 形 中 ,梯形 BRr5 的 重心 在 XO L, FE 
RQgr 的 重心 在 WX k; ee ARZA PAp 的 重心 在 AV E. 
所 议 整 个 图 形 的 重心 在 AQ 上 . 
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命题 3 


REBAB bab DWE AO. ao 为 直径 的 想 和 抛物 
BSE. 且 在 和 名 抛物 线 写 形 内 疝 “ 访 认可 的 方法 内 按 的 
图 形 , 其 边 数 相 等 , 则 各 内 接 辕 带 的 章 必 以 相间 的 比例 分 
Èl AO. ao. 


CE EOK fR fa BH 2 — h Ë8 wH A bi Bi Ba 3 PR S Eoo , B ta F IB 
HER PE ER ERI, Q — gm w) AS BLS $h RS Jab Bu r. ] 

设 BRQPAP'Q'R' B', brqpap'q b 是 两 个 “以 认可 的 方法 内 
E HERDE. E PP, QQ. RRX AO + L. M,N ,连结 pp, 
Ge rr SE ao Yi, m. m. 

如 [上 引 理 (3)] 


AL: LM : MN : NO 


所 以 AO, ao 以 相等 的 比例 被 分 割 . 

及 ， 回 顾 引 理 (35 的 证 明 ， 易 得 

五 : pp =QQ tgo SRR rr = BB' + bh, 

H RR : BB'=rr' : bb HEE tk f gy p| EE NO no 被 
梯形 BRR B, brr' b EGES Sl Bg t j L1，15],， 所 以 可 得 这 
两 个 梯形 重心 将 NO. no 分 割 成 相等 的 比例 - 

局 理 可 得 ,梯形 RQQ'R'、rgg'r' 的 重心 分 别 以 相等 的 比例 分 
SL MN, mai, $F. 

RA. ZÉ PAP, pap 的 重心 分 别 以 相等 的 比例 分 割 AL 
at. 

另外 ， 相 应 的 梯形 和 三 角形 以 同样 的 比例 一 对 应 (因为 它 
们 的 边 和 高 分 别 成 比例 )， 同 时 AO. ao 以 相等 的 比例 被 分 割 ， 

所 以 两 个 整体 内 接 图 形 的 重心 分 别 以 同样 的 比例 分 割 AO, 


qO. 


命题 4 


-ARAROA RSENS 
kE. 


设 BAB'E —#3b 3252 5 Jo, A 是 其 顶点 ，AQO 是 其 直径. 

如 里 掀 物 线 吕 形 的 重心 不 在 AO E. RARE h F. 作 FE 3* 
HF AO Z BB F E. 

EPRS E ASE E ABB' .使 其 与 抛物 线 马 形 辣 顶 
等 高 ， 另 取 一 面积 SS， 使 得 

AABB : § = BE: FO. 

然后 ,，' 以 认可 的 方法 和 作 抛物 线 弓 形 的 内 接 图 形 , 使 抛物 线 
弓形 的 剩余 部 分 的 总 面积 小 于 5 [因为 《 求 擅 物 线 马 形 的 面积 》 的 
命题 20 表明 , 在 任何 抛物 线 弓 形 内 , 与 其 同 底 等 高 的 内 接 三 角形 
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的 面积 大 于 它 的 面积 的 -- 半 : 同时 命 匣 还 表 央 ， 每 次 增加 “以 认 
可 的 方法 ”内 接 图 形 的 边 数 ， 我 们 取 掉 部 分 的 面积 总 大 于 剩余 覃 
物 线 弓形 总 面积 的 一 半 . ] 

按 上 述 情 况 ， 作 内 接 图 形 ; 它 的 重心 在 AO 上 [命题 2] . 设 
重心 为 点 H. 

连结 HF 且 延 长 之 ,使 之 与 通过 五 且 平 行 于 AO 的 直线 交 于 
点 K. 


则 有 

《内 接 图 形 ) : (剩余 部 分 ) 2 AABB : S 
> BE : EO 
>KF : FH. 


É L E HK 延长 线 上 的 一 点 ， 且 使 不 等 式 左 边 的 比例 等 于 
LFE: FH. 

因为 H 是 内 接 图 形 的 重心 ,FF Erik p WJ Bu WL L 必 
定 是 原 抛物 线 马 形 中 所 有 剩余 的 抛物 线 弓 形 总 体 的 重心 . CI, 
8] 

但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 所 有 抛物 线 弓 形 都 位 于 过 工 平 行 于 
AO 的 平行 线 的 同一 入 参考 公设 7] . 

Hi). 抛物线 弓 形 的 重心 必然 在 AO k. 
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命题 S 


如 梨 在 一 抛物 线 吾 形 内 有 “以 认可 的 方法 : 内 接 的 图 
形 ， 则 抛物 线 弓 形 的 同心 比 内 接 图 形 的 看 心 更 接近 于 抛 
物 线 弓 形 的 项 点 ， 


设 BAB' 是 已 知 抛物 线 弓 形 ，AQ E K 
B£. 首先 设 4BB' 是 :以 认可 的 方法 ”内 
接 的 三 角形 . 

用 下 分 AO {E AF= PF: W| FEZA 
形 ABB' 的 重心 . 

HD, DVA AB, AB, jE A 
DYZ AO j E. 作 O4 的 平行 线 DQ ， 
DQ., 并 使 它们 与 热 物 线 相交 . 那么 , QD. Q 
DAE AB. AB HIR BS 398380 3 JÉ 
R B 36, H Bh 30 #R r; JE BJ 8 Us y 2U| F 
QD. QD 上 [命题 41]. 设 它们 分 别 是 JI. H, 连结 HH Z AGO 
+ K. 

WE QI. Q D EASA, AEU ENIA A tem ph 08 SR S JE 
t [ Aie 5F ME HH mi ik n e 36 ih m Dk y. 命题 3] . 

LHA QD. QD RYH, H DE— ED, K 是 五 万 的 中 


É 
AA 


因此 , T 3693034520 SÆ AQB, AQB 总体 的 重心 是 久 , K 
fE EMAZ, H f ABE HE t B F. 
由 此 可 得 , MARSE BARREG K 和 正之 间 ， 所 以 它 
比 五 更 接近 于 项 点 4， 
其 砍 ， 作 “以 认可 的 方法 ”内 接 的 五 边 形 BQAQ'B', Wiis 
QD, QD EMPRES E AQB, AQP HAE. 
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WA. 由 命题 的 第 :部 分 可 知 , WARJE AQB EQD J 
向 上 ) 的 重心 比 三 角形 AQE HACERTE REMMAR 
形 的 重心 是 FH, 三 角形 AQB 的 重心 是 工 

Bet, k H' E: ph 39 Sk = JË AQ B' ñ!) 
Eb. P'ir= fu É AQ'B' 的 重心 . 

由 此 可 得 两 个 抛物 线 马 形 AQB, 
AQ'B' 总 体 的 重心 是 TII7' 的 中 点 下 ,两 个 
三 角形 AQB、AQ'B' 总 体 的 重心 居 II BU 
中 点 工 . 

车 三 角形 ABB BS O R F, 34 
物 线 弓形 BAB' 的 重心 (EB = f6 JE ABB 和 
ATARE AQB、AQ'B' 组 成 的 图 形 
HELO RE KF ERA G RIE s BS (u gt 
由 如 下 比例 式 确定 . 

(抛物线 弓 形 AQB, AQ B'E ARA) : AABB 

= FG + GK. FI, 61 
又 内 接 图 形 BQAQ'B' 的 重心 下 在 LF 上 ,和 且 此 点 的 位 置 由 如 
下 比例 式 确定 
(CAAQB + AAQ B: NABB' = FF: FL [I, 6, 7] 
[因此 FG: GK FF! : F! L, 
或 GK : FGAF'L: FP”, 
Hi, FK : FGÆFL: FF, E FEK>FL.] 

所 网 Fe mk GE FERRAT A. 

利 几 以 上 结论 ， 以 同样 的 方法 进行 证 明 ， 我 们 可 证 得 对 于 任 
何 “ 以 认可 的 方法 ”内 接 的 图 形 、， 这 一 命题 均 成 立 . 


命题 56 


给 定 一 由 直线 截 得 的 抛物 线 写 形 ， 下 面 的 情形 是 可 
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能 的 : 总 存在 “ 羽 认 可 的 方法 ， 内 接 的 图 形 , 使 得 抛物 线 
号 形 的 面 心 与 其 内 按 图 形 的 重臣 的 距离 小 于 任意 给 定 的 
KE. 


Ë BAB' kh th SIE, AO kA. C 是 其 重心 , H ABB 
是 “以 试 可 的 方法 ”内 接 的 二 角形 . 
设 了 是 给 定 的 长 度 ，5 是 -一 面积 日 使 得 
AG: D = AABB : S. 
在 抛物 线 弓 形 内 “以 认可 的 方法 ”内 接 一 图形 、 使 剩余 的 抛 
W£ ys JÉ ‘面积 ) 总 和 小 于 S. 设 玉 是 肉 接 图 形 的 重心 . 
我 们 将 证 明 FG—< D. 
mj, FGD. 
显然 
《内 接 图 形 ) : (剩余 抛物 线 马 形 的 总 和 ) 
> AABB: : S 
>AG: D 
>AG: FG. hBi OA FGD). 


B 


RP TEARS F KG : FG (K EGA 的 延长 线 上 ); 由 此 
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220, @ 


得 K Ehi £ O J 8, K 69 E ü, : Cr, 8] 
但 这 蚌 不 可 能 的 . 因为 这 些小 抛物线 弓 形 在 过 上 平行 于 
BB' 的 同 -0 . 
因此 FG 必然 小 于 D. 


命题 7 


如 果 两 个 掩 物 线 弓 形 相 似 ， 则 它们 的 章 凡 分 别 以 相 
蚁 的 比例 分 类 其 直径 . 


[这 个 命题 尽管 忆 是 对 相似 殷 物 线 弓 形 而 言 ,但 如 它 所 依据 的 
命题 3， 此 命题 对 任何 抛物 线段 同样 是 适用 的 , 阿 基 米 德 已 经 注 
意 到 了 这 一 事实 ， 他 在 更 一 般 的 情形 下 ， 用 这 一 命题 来 证 明了 下 
面 的 命题 8. ] 

设 BAB'. bab 是 两 个 相似 抛物 线 弓 形 ，AO、aov 分 别 是 它们 
的 直径 ， G. z 分 别 基 它们 的 重心 、 

WA. ISL CGO. z 没有 以 相同 的 比 侠 分 审 AO. ao, 假设 五 是 


AO 上 一 -点 ， 和 使 得 


AH : HO = ag : go; 
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且 在 抛物 线 弓 形 B84B' 内 “以 认可 的 方法 ”内 接 一 个 图 形 , A 

下 是 其 重心 MJ 
GF < GH. [命题 6] 

E Bh b Ek SJE bab 内 “以 认可 的 方法 ” A- H IBDELE ; #& / 
是 这 : -图 形 的 重心 ， 

BA ag<af. [命题 51 

由 命题 3, af : fo= AF : FO. 

但 是 AF:FO<AH: HO 

Zag! go, HIRE. 
所 以 af: fo ag : goy 这 是 不 可 能 的 . 
HEG, z 必然 以 相同 的 比例 分 割 AO, ao. 


命题 8 


如 时 AO 是 一 抛物 线 弓 形 的 直径 ，G EBA. NA 


= 
AG=56O. 


EPRE 3 BAB., “以 认可 
的 方法 内 接 的 三 角形 为 ABB'. F E 
其 重心 . 

D. 记分 别 等 分 AB. ABR'. BE 
DQ. D'Q' F-4T F OA HFR, 
则 QD. QD AUERI 2 AQ B. 
AQ2'B' 的 直径 . 

Ë H. H'a aep Æ 
AQB, AQ' P 的 重心 . ERY, HH 
R£ W AO FV. K. 

则 天 EATHAR SE AQB, AQ'B' S fE ARL. 
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现在 AG: GO—QH : HD, [命题 7] 
因此 AO: OG=QD: HD. 
x 4O 一 4 [h P. 206 31 (3) 的 方法 易 证 明 ]. 


所 以 OG=4HD; 

Hak. AG=4QII 

H B| 3 (2), 也 存 QQ' 平 行 于 BB', 因此 也 平行 于 DD'. 由 命 
题 7 可 推 得 H YF ORDD, Wie QH= VK. 

所 以 AG=4VK, 
和 AV+KG=3V K. 


HVK H VL, iË VL= AV, 我 们 有 


KG = 3LK. (1) 
x AO = 4AV CH] 
= 347 ,因为 AV = 3V L, 
因此 AL = AO = OF. C2) 
现 由 1 ，6，7， 


ABR : G DER E A4QB83，AQ@B' 的 总 和 ) 一 KO : GF, 
和 AABRB 二 3 抛物线 弓 形 4AQB，AQ'B' 的 总 和 ) 


[因为 抛物 线 弓 形 4BB' 等 于 人 A4HB' 〔(《 求 抛物 线 妃 形 的 面积 》 
命题 17，24})] . 

因此 KG=3GF. 

但 是 KG=3LK， 出 上 面 的 O). 

所 以 LF = LK+KG+GF 

=5GF. 
由 (2), 
LF = (40 - AL — OF) = +AO = OF. 


` 


所 以 OF=5GF, 
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和 OG=6GF. 
但 是 AO=3OF=15GF. 
Wi. WAH, 


AG=9GF= Go. 
命题 9( 引 理 ) 


a, b. c. d 是 四 条 成 连 比例 的 线段 ， 且 长 度 依 次 递 
减 ， 若 É 


d: caned) =x: à (ao 一 e)， 
Ë Qajdb+6c+3d) i (Şa+10b+100-+50) 


=y+ Qto), 


MRE x+y= Ža 


CFESA KAA E, BT BJ) 85 Jë Fl A 
代数 符号 代替 几何 符号 陈述 的 . 这 样 做 只 不 过 是 
为 了 使 证 明 更 容易 被 理解 . 在 本 页 的 空白 处 再 现 
了 阿 基 米 德 图 形 中 的 直线 眉 . 但 既然 用 代数 符号 
是 可 能 的 ,用 几何 符号 就 没有 什么 优越 性 ,这 些 穆 |y 
拙 的 答 号 只 会 使 证 明 过 程 更 加 难以 理解 . MEK 
德 的 几何 符号 与 下 面 证 明 所 用 的 字母 的 关系 如 下 : 。 “ 

AB=—=a,P'B=b,AB=c, EB=d, ZH =a, HO 
=y, AO=;:. ) 


我 们 有 


5, @—b_b—c a P ec 
所 以 Fj 一 万 < F (2) 


2 (a+b) ttè, atb, b acet bo c act 


现 > c — o oe cC d cd 
L AFERI A R. 
5 + c b+e < a -- € 
d c d c — d 
Ei B JE: J 8 += 3 S= a E 15 
a — € Za + 35 + < , 
ca 2 +d (3) 
> 2 2a + 4b + 4c + 22 aa 一 上 
设 z 使 得 = “Fd P (2) 
则 z (c—¿) . 
因此 a—c +z _ Zza--45-+ 6c + 32 
a— e 2 latd) +4 (tey 
区 由 假设 ， 
ag — _ 5(a + 2) + 1108 二 Tc) 
y  2aj b 6 T3Z ， 
q a—etr_5 latd) +10 +c) 5 
KA — 2 latd) F4 OO ™ 2 《5 
ÉM. A (4) Zx (35, 得 
z 2a + 3 + c 
c= d atd) + (5 e) 
cd __ 十 3 十 2 " 
由 此 c 2 (atd) +4 (+e). c6) 
而 由 (25 有 
cod arb 30 C _ 20 4) 
a b ` 3e 2d ' 
zd (a—b5b) +3 (8 一 ce) +2 4 一 中 
m £ 
FA 7 6—3c +420 t 


(6) a (7) ARAUA. 36 


c — d — z _ (a — b) + 3(0 — c) + 2(c d) 
d Sa dy T AGO + c) 7 
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O =s 


c— _ 3at 6b-3cC o o 
由 此 q 2 latd) t4 (b+) 
ZAAD .bc eh 


c-- 2 +a 


我 们 有 a—  bc+a-+ b 


由 此 a—d aq 2bkt2c+d _2 tated} 44 (bte? 


ctd bce auth’ 


a — 它 十 2 十 2 tate) +4p 
这 样 a—d __2 tatad) +4 (bto) 


2 (ua—e) š 12 (a+c) +45) 


5 
所 以 ， 由 假设 有 
d _ 2(a = a) + (b +e) 
Z Ü 2(a L e) tah 
J 


coor i 36543 . 
但 ,由 8), d 2 lard) +4 (b+) ' 
依 等 量 原则 ， 有 
¿e — z Zato tee _ 2,23 


TO Sarota ? ° 

XH (5)， a era 5. 

y 2 
' 342 

所 以 2 
或 十 y= 上 wa 
过 
命题 10 


(8) 


HR PP'B'B 是 抛物 线 与 形 中 被 两 平行 纺 PP. BB' 
截 得 的 部 分 ，PP'、B88' 分 别 被 直径 ANO 平分 于 点 N. O 
(N tE oO BAPE A A A, KE NORDE 
ESNEA. ELM 量 当 中 的 一 段 Lte MENE 
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LG : GM== BO (2pN 十 BO7 PE (2BD 十 PN)， 
RU G SISI PP'B'B 的 重心 . 


RRR ao $ FAO, HË RKR an SET AN. Ú p.q 是 ao 
LAK. 8138 
ao t ag — ag t an , (1) 
ao tan = aq t ap , (2) 
[Hk ao :ag 二 ag ' an=an t ap, Wao. aq, an, ap J # kE m 2& 
Et, E EE) 依次 递减 ]. 
i GA 量 一 长 度 GF， 使 得 
op ap = OL: GF. (39) 
那么 ， 因 为 PN. BO 相对 ANO 而 言 是 纵 标 ， 
BO : PN: = AO: AN 
= ao t an 
= ao’ :ac 由 《1)》， 
所 以 BO: PN=aot ag, tA) 


O =a _ 


H BOY : PN: =a0 : ag 
= (ao t aq) * Caq t an) * (an tap) 
= g0 : ap. (5) 
K (382823 BAB): WHR PAP) 
= ABAR : APA 
= BO! + P NŠ 
=a: aps 
IH ie 
( 面 PP'B'B) : ARS 6 PAP) —ob : zp 
=0L: GF, m (3), 
= SON : GF. (6) 
Æ BO: QGPN+BO) : BO = (2PN-- BO) : BO 
= (2ag--ao) ao, H “45, 
BO : PN '=ao: ap, B (5), 
B PN GE PIN E. (2BOA+PN) 一 PN (2BO+ PN) 
=ag : (2ao-ag), H (4), 
=ap : (2anj-ap), H (2). 
所 以 ， 几 等 最 原则 ， 
BO - (2PN + BO) : PN: + (2BO + PN) 
= (2aq + ao): (2an + ap), 
出 假设 可 得 ， 
LG : GM == (2ag + a0}: (2an + ap). 
给 比例 式 的 前 项 习 5， 肯 合 比 ， 得 
ON : GM = {5tan + ap) — ]0Cag + an): (2an + ap) - 
但 NO: OM =5 : 2 
= {5 (aotap) +10 (ag-+an)) 
i2 (ao ap) +4 lagtan?} . 
由 此 得 


7750725 : @ 


Te 


ON :(X; = {5la0 + ap) + l0(2q + an) 


: (2a5 + dag + Bar + 3ap) 
所 以 


(Zao + dug F 6an + 3af) =: iblao + ap) 


F ofag + anji = OG: ON 


= OG * ora 
H ap: (anap) =ap: op 
二 GF : OL, HE I, 


=(F + Eon, 
Moans qo an, up 是 连 比 例 ' 


所 以 、 由 命题 9， 


GF + OG = OF = Žao = ZOA. 
J 


HUF EMRE BAB Eb. 
设 H hhi br 2 PAP AEG, MN 
AH 一 ŽAN. 


NN N AF= AO. 


用 减法 ， 我 们 有 ， HE= ON . 
H (6) 式 有 


(W PPB B): 《抛物 线 弓 形 PAPO 


il 


lI 


因此 ， H F. H 分别 是 抛物 线 号 形 BAB, 


推 得 [由 1 6, 7] G E PP'B'B BJ > . 


[命题 9 | 
3 ON : G 
gé : TF 
HF : FG. 


PAP' 的 重心 ， 可 


[1 这 个 命题 是 第 I 卷 命 是 6.7 的 特例 , 沼 比 本 来 是 没有 必要 给 出 的 ,然而 ， 
出 于 第 4 GEE E RM pE E, AT LA p E k E A E E y T e 
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O “= es 


样 的 事实 , 即 第 1 卷 命题 6. 7 中 的 物体 可 以 是 直线 图 线 , t aT L h $à 99 S. E 
E. 他 所 有 苇 取 的 步骤 是 去 普 换 面积 相等 的 矩形 , pc Sri aj M) fb BJ X: T OR 
抛物 线 的 面积 》 的 论文 中 奖 得 . 

[2] 这 个 铺 论 可 以 从 前 面 引 理 (1) A QDD 均 平行 于 BBO, 或 从 
《 求 殷 物 线 弓 形 的 面积 》 命 是 19《 合 样 可 用 于 妨 . 您 ) 推 得 . 

37 ut K BhA — ë BI 58 A HETE- fi GK RE M SE h] xat Emet mapa) mkoYpairov- 
esu ro ƏZHL. HDD BP EE EE EPHE, QON DEBE B. HH.H' 以 相同 
的 比例 分 别 分 割 QD OD 这 一 事实 排 断 . 而 末了 的 这 -性 质 直 至 命题 ? 才 
出 现 , 且 仪 对 相似 抛物 线 写 撒 成 立 , W — P F 3 BE sS # EX # YN 
(Eutocius) 时 代 之 前 已 被 确定 ,， 因 六 他 对 这 个 词组 有 一 个 往 酸 , 月 通过 正式 
BiR N H' 分 别 以 相同 的 比例 分 制 QD QU 来 解释 . 
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“ 革 隆 (Geon) 国王 ， 有 人 认为 沙子 的 数 日 是 无 穷 的 ， 而 且 
我 所 说 的 沙子 木 仅 存 在 叙 拉 声 和 西西 里 的 其 它 了 志方， 还 存在 十 无 
论 是 否 有 人 居住 的 每 一 地 区 ,也 有 人 不 同意 沙子 的 数 日 无 穷 多 ,但 
却 认 为 无 法 给 大 于 沙子 数量 的 数 命名 ， 显然 , 持 这 种 观点 的 人 ,如 
果 他 们 还 能 设想 堆积 的 体积 象 地 球 邦 样 大 的 沙子 ， 其 中 人 包括 上 所 有 
海洋 和 地 球 的 四 陷 之 外 都 填 满 与 最 高 山峰 等 高 的 沙 粒 ， 他 们 志 无 
法 认识 到 证 何 数 部 可 以 表示 ， 邯 使 它 在 数 基 上 江 超 过 了 如 此 于 和 祖 的 
沙 于 的 若干 全， 但 是 我 要 用 您 能 理解 的 几何 证 明 为 您 展示 - -种 方 
法 , 它 由 我 命名 并 已 载 人 旦 给 赛 克 西 普 斯 (Zeuxippus) 的 著作 中 
， 这 种 方法 不 仪 能 表示 想 过 地 球 容积 那样 多 的 沙 粒 数 景 的 数 ， 而 
且 可 以 表示 超过 宇宙 体积 的 沙 粒 数量 的 数 . 您 知道 ， 所 谓 F 
UO 被 大 多数 天 文学 家 称 为 这 样 一 个 球 恢 : 它 以 地 球 中 心 为 中 心 ， 
以 太 险 中心 到 地 球 中 心 闻 的 直线 为 半径 . 这 是 常识 ， 您 从 天 文学 
家 那里 听 到 的 就 是 这 种 常识 (reaYpabopeva) . 然而 , 萨摩 斯 的 阿里 
斯 塔 收 斯 (Aristarchus) 发 表 的 一 本 书 中 有 有 一些 假设 ,其 中 的 前 
ETATER: 宇宙 比 我 们 现在 所 说 的 要 大 许多 傍 ， 他 假定 恒 
是 与 太阳 保持 不 动 ， 地 球 围绕 太阳 做 圆周 运动 ， 太 虽 位 于 该 饥 道 
中 他， 恒星 奈 同 样 以 太阳 为 中 心 ， 恒 星球 是 如 此 之 大 ， 即 他 设想 
地 球 绕 行 昕 在 的 车 对 恒 是 距离 产 千 的 比如 同 该 球 球 心 对 其 表面 产 
E. 容易 看 出 这 是 不 叮 能 的 ， 因 为 球 的 中 心 没有 大 小 ， 我 们 
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re 


不 能 四 和 象 它 对 该 成 球面 产生 什么 比 蔓 .不 过 ， 我 们 必须 这 样 理解 
阿 电 斯 塔 枝 斯 的 意思 :， 设想 地 球 如 它 所 处 荐 宇宙 的 中 心 ， 地 球 对 
我 们 描述 的 “宇宙 ”之 比率 ， 等 同 于 包含 他 假定 地 球 绕 行 所 在 同 
的 球 对 但 星球 之 比率 .这 是 由 于 他 改写 了 他 对 这 种 很 汉 结 果 的 证 
明 ， 特 别 地 又 流露 出 假定 表述 地 球 运 动 所 在 球 的 天 小 等 同 于 我 们 
所 称 的 CER. 

我 们 试 为， 即使 -个 如 阿里 斯 塔 修 斯 假定 的 恒星 球 那样 大 的 
球 是 由 沙 粒 构成 的 ， 我 仍 将 证 明 ， 某 些 在 数量 上 趟 出 相当 于 球 笨 
积 的 众多 小 粒 数 日 也 可 以 用 在 《原理 》''l 中 命名 的 数 来 表示 ， 它 规 
定 下 述 假设 . 

1. 地 球 的 周 长 不 大 于 约 3000000 “斯 达 地 ?701. 

如 您 确 知 ,一 些 人 已 验证 这 周 长 为 300000 斯 达 地 之 说 这 一 种 
T. 而 我 进一步 设 地 球 此 值 10 人 情 于 先辈 们 所 起 , 即 设 周 长 不 大 十 
约 3000000 斯 达 地 ， 

2. 地 球 的 青 径 太 于 月 球 的 真 笃 ， 太阳 的 直径 大 于 地 球 的 直 
É. 

该 假设 苯 从 大 多数 早期 天 文学 家 的 观点 ， 

3. 太阳 的 直径 不 大于 约 30 倍 月 球 的 直径 . 

里 期 天 文学 家 认为 这 理所当然 . KE ya MH Eudoxus) 宜 称 该 
值 约 为 9 傍 . 我 父亲 非 底 亚 斯 (Pheidias)[5 认 为 是 12 倍 , 阿里 斯 
堪 修 斯 试 倒 证 明太 阳 的 育 径 比 月 球 直 径 大 于 TI8 倍 而 小 于 20 倍 ， 
但 是 为 了 使 我 命题 的 真实 性 远离 争议 ;我 更 其 于 阿里 斯 塔 修 斯 , 设 
太阳 直径 不 大 十 约 30 倍 月 球 的 直径 . 

4. 太阳 的 直径 大 于 内 接 于 字 省 《〈 球 ) 中 最 天 圆 内 -THER 
WE- 

# F x — (8 U E A 38 j E RR 5 de W 32: Ba K 1 H 3 T B 8 |8l 
£ 25 3 81 $y , RAA 2 HL PJ BD 45 Hs 38 8⁄1 D7 bk 32 Bb Pk pb (opvabteov) 


+ K K |H 52 FR. HA MA PH xJ 89 fg Bz (rav yavtev，sts avo CMOS 
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ZORGE @ 


> 


eve Dio Ket tav Kopudav EXouaav rore ra oger) 0” 

| 因为 历史 的 兴趣 放 在 阿 基 米 德 关 于 这 一 论题 的 确切 的 原文 
上 .， 论 文 全 此 部 分 已 逐 字 翻译 出 米 . 余下 部 分 可 以 更 自由 地 上 髓 现 
， 进 行 其 数学 内 容 之 前 、 只 有 必要 陈述 阿 基 米 德 下 一 步 要 描述 的 
如 傈 达 到 太阳 所 对 角 的 上 下 呆 .他 在 这 里 用 了 - OR E E 3k kk 52 
(Kavan), -SATE -A ARER AR tA fE A B FEAE E EF AE i 
它 {下 视 太阳 是 必要 的 }, REHAS TAREA, K 
阳 恰 消失 于 隐藏 处 ， 最 后 测量 通过 圆柱 所 对 的 角度 . 他 志 解 释 了 
他 认为 必须 徐 的 这 种 校正 ， 因 为 “眼睛 不 能 从 一 个 点 六 看 ， 而 只 


能 从 茶 一 面积 看 ” {emer at ogee ovk ad? ews Gapetob Pherxovre, ahha 
anro Tivos heyebeos》 ,| 


实验 结果 显示 : 太阳 直径 所 对 的 角 小 于 - -个 直角 的 I67, 而 大 


zy 
(在 这 种 假设 下 ) 证 明太 阳 的 直径 大 于 内 接 寺 一 个 “宇宙 ”大 
喇 的 一 千 边 形 ， 或 具有 1000 条 相等 边 图 形 的 边 长 、 

证 一 张 纸 的 平面 通过 太阳 的 中 心 ,地球 的 中 心 和 我 们 眼睛 , 太 
阳刚 众 地平线 升 起 ， 没 平面 变 地 球 于 图 EHL, RAFA FKG, 
地 球 和 太阳 的 中 心 分 别 为 C、0O, 五 为 眼睛 的 位 置 

进一步 ， 设 平面 交 “宇宙 ” 球 〈 即 球 心 为 如 半径 为 CO 的 
球 ) TAB AOB. 

H EHA FKG, WAP, Q, B C 向 同 -- 略 作 
BF 112. WAH F. G. 

设 CO sh HI ZARR G A AAT ERAT H, K: CF, CG SEK 
图 AOB FA, B. 

连接 EO, OF, OG, OP, OQ, AB, ë AB % CO FM. 

由 于 太阳 刚 在 地 平 线 上 升 起 ， 此 时 CO EO. 

内 此 ZÉ PEQZ Z FCG. 


于 其 
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O axa 


1  Z¿PEQ>. L. 
B | 


此 处 天 表示 一 个 直角 . 


[ 
164 | 


但 < 


Wik ZFCG< 7ER. 无 庸 置疑 ， 


A AB 所 对 的 大 圆 弧 小 于 该 圆 圆周 的 5s5 ， 即 
AB < (RA P IE 656 边 形 的 边 )， 
ETE, 大 图 中 任意 的 内 接 多 边 形 的 周 长 小 于 和 (0. [参见 ¢ 圆 的 度 


B> ER 3] 
I n AH : COZII : 1148, 


H, EME AB<-CO. (a) 
XR T CA=CO., AM 8 CO, `" OF 8 BJ CA W, 
AM = OF. 
B x. AB=2AM= (KMAR). 
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这 样 CAH0 5834) 一 下-CcO, 由 (a), 而 且 , ARRS (地 


"100 
球 的 直径 ) <o. [假设 2] 
ln 
由 此 CHOK <il 
99 .. 
因此 HK> i1006C0; 
或 CO: FIK 100 : 99. 
并 且 CO>CP ， 
falat HK ZEQ. 
因此 CF : EQ= 100 : 99. (a) 


于 是 ,在 直角 三 角形 CFO，EQO +, HAH 
OF = OQ, {B EQ < CF (h F EO < CO). 
则 有 -OFQ : LOCF >CO : EO, 
但 CF : EQ", 
将 角 加 倍 PPER : ZACB <CF : EQ 
<100:99， 通 过 上 述 (8) 


但 是 ZPEQ> R, ER. 
99 
因此 ACB > 0000% 
1 
>=. 


REAN AB 大 于 大 因 AOB MAM 
所 以 ， 显 而 复 见 ， 
AB> 《大 圆 内 接 一 千 边 形 的 边民 )， 
且 如 上 所 证 AB 等 于 太阳 的 直径 . 
下 列 结果 可 被 证 明 ， 
( “宇宙 ”的 直径 》 <10000 (地 球 的 直径 )， 
并 及 ("FE KWAI) <10000000000 斯 达 地 . 


@ “=s 


(1) 暂 没 cw OR CTW? BAMA. ds, de, dm 分别 表示 太 
FH. Huh ER HEREN EK i. 


由 假设 ds 30dn, [假设 3| 
H. dedm; ia] 
则 ds 30de. 


现在 ， 用 最 后 的 命 古 
d> KRAE THEHR). 
因 ín (— PEHAR) < 所 1000ds 
< 300004e. 
CERT- TRA, šE £T 6 BJ E S£ E 231 W BJ JS] E FÉ X: 
Tq i& FiPI— B] ng Ez 6 N, to K T B ebJ f. IB) 
C- PERJA K) 2>33a. 


随即 在 rin 10000de. 

(2) (地 球 的 周 长 》 状 3000000 斯 达 地 . [假设 1] 
H ‘地球 的 周 长 ) 3de, 
因而 de=<1000000 斯 法 地 ， 
由 此 du<10000000000 斯 达 地 . 

假设 5 


假定 一 个 单位 量 的 沙子 体积 不 超过 - 晒 冉 票 种 子 ， 它 包含 不 
超过 10000 rte f. 

ATRE BRETA ARDT i PIE . 

数 的 级 与 周期 

: .我 们 传统 的 命 数 方法 可 以 数 到 一 万 (10000); 据 此 我 们 能 
将 数 日 表示 到 :万 万 (1000000007， 将 这 些 数 称 为 第 1 级 数 ， 

假定 100000000 为 第 2 级 数 的 单位 数 ， 设 第 2 S Wk S M E 
单 倍数 到 (100000000) 的 数 . 

重复 这 一 步骤 , 从 第 3 级 数 的 单位 数 可 数 到 (100000000) 为 
止 ; 以 此 类 推 , 直到 第 100000000 级 数 的 结尾 (100000000) 7 
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2 


EZA p 
I. PERR M 09 V. 1 @| > REOR 1 JS 3Y . 
设 p 38 2 同期 第 1 级 的 单位 数 . 这 -级 包含 从 pp 到 
100000000p 的 数 . 
设 最 后 一 数 为 第 2 周期 第 2 级 的 单位 数 ， 这 一 组 可 数 鱼 
{100000000)?p. 
我 们 能 用 这 种 方式 数 下 去 ， 直 至 第 2 周期 第 100000000 级 的 
AE (000000000 a, aR p”. 
Ú. 取 62 为 第 3 周期 第 1 级 的 单位 数 ,以 同样 方式 可 数 至 第 
3 周期 第 100000000 3 É K E 82 p° 
N. Bp 为 第 4 周期 第 1 级 的 单位 数 , 继续 同样 的 程序 直至 
数 到 第 100000000 周期 第 100000000 级 的 末尾 数 pM 这 最 
后 的 数 阿 基 米 德 表 述 为 “第 万 万 疝 期 第 万 万 级 的 第 万 万 单位 数 ,” 
显而易见 是 (100000000)9 i po 乘积 的 100000000 fË, BH 
P Mpannea, 
[这 样 描写 数 的 方案 可 更 清晰 地 依靠 下 列 标志 建立 . 
第 1 周期 . 
第 1 级 .从 1 到 19* 的 数 . 
第 2 级 .从 0 到 10 的 数 . 
第 3 级 . 从 10 到 10 的 数 . 


第 10592. JX 1009-1061 《即使 说 p) 的 数 . 
第 2 周期 . 

第 1 级 .从 p:， 1 到 pz*，10 的 数 . 

第 ?2 级 ,从 p*，10 B| p + 1055935. . 


第 108 级 .从 户 ， 10500 ogi P. 四 (或 pO 的 数 . 
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第 105 周期 ， 
第 1 级 .从 ze 1. 1 FORESEES 
第 2 级 .从 po -1% 到 pÝ - 1058 的 数 . 


第 108 级 ,从 pi le pot 0 到 pt 1! + 108! (BB pogo. 

这 一 方案 的 巨大 充 围 我 们 将 在 下 述 情况 下 意识 到 ， 它 认为 第 
1 周期 的 末尾 数 现 在 可 表示 为 1 后面 女 着 800000000 + , 第 10 
周期 的 末 民 数 则 需要 将 这 些 零 的 个 数 增加 到 100000000 倍 ， 即 1 
后 面 有 80000 百 万 百 万 个 零 . J 

JV tr Bi 

考虑 首 项 为 1, 次 项 为 10 的 连 比 项 级 数 [ 即 几何 级 数 1. 10, 
102, 10, e]. 这 些 项 的 第 一 个 八 位 组 [好 J, 10, 102, <, 
10] 相应 地 列 入 上 述 第 1 周期 第 1 级 数 , 第 二 个 八 位 组 [ 即 10*， 
10 105] 列 人 第 2 周期 第 2 组 中 . 八 位 组 的 首 项 是 每 种 情形 中 
与 级 数 相 一 致 的 单位 数 ,类似 地 有 第 三 个 八 位 组 ， 等 等 ,我们 可 
用 同样 方法 排 秆 任何 人 位 组 数 . 

定理 

若 存在 任意 项 数 的 - :个 连 比 级 数 , 称 之 为 4 s Ars Ags Ams 
mAn Amga OB A si, As 一 10[ 因 此 该 级 数 形成 几何 级 
数 1，1L0，102，.…，10" 10 1 10 | 如果 任 取 
两 个 项 An A, 丰 乘 ， 积 An A 将 是 同 -- 级 数 中 的 一 个 项 , 并且 
它 距 A, 的 项 数 与 A. E A, 的 项 数 一 样 多 ; 此 外 它 距 A, 的 项 数 比 
Am H A, A B EB A, 的 项 数 之 和 少 1. 

BE A, 和 An E A, 等 项 数 的 项 ,此 项 数 有 是 m( 首 末 项 前 被 数 
EA), METIE A, 为 mr 项， 因此 是 Amii M. 

我 们 已 由 此 证 明了 

A, A, = Åminne 
于 是 在 连 比 例 级 数 中 有 距 其 它 项 项 数 相等 的 项 成 比例 . 
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— A e Ae 


Am A... 
i A, _ A, ` 
但 4 一 4 t AG BA ASL 
因此 A = A. . A... (1) 


第 二 个 结果 是 明 刀 的 ,因为 A. Bp A A m HM, A. B A, Hn 
Ampa HB j BD Gatan) BH. 

应 用 于 沙 粒 数量 

由 假设 5 


(加 村 种 子 的 直径 》< 沁 (手指 宽度 ); 


又 因 为 球体 积 之 比 是 它们 直径 的 二 次 比 ， 可 推出 下 式 
(一 指 宽 度 直 径 的 球 积 ) Z64000 HEH + 


Z 6400006000 


Z 64000 x 10000 | 
> 6 4-3 2 级 单位 数 十 40000000 第 1 级 单位 数 | 


IR. 


(更 不 必 说 ) <10 个 第 2 级 单位 数 J 


现在 我 们 逐渐 增 大 假定 球 的 直径 ,每 次 乘 上 100. 记 住 球 积 每 


KOR F 100 或 1000000、 则 具有 每 次 相继 直径 的 球 所 包含 的 沙 粒 


数目 可 由 下 式 表 示 . 
球 的 直径 相应 的 沙 料 数 
(D 100 指 宽 <1000000X10 第 2 级 的 单位 数 


< (级 数 的 第 ?7 项)X {级 数 的 第 10 项) 
所 级 数 的 第 16 项 [ 即 10°] 
=< [10' 或 1 10000000 第 2 级 单位 数 . 


(2) 10000 指 宽 | 一 1000000X (最 后 药 数 ) 


二 (级 数 的 第 7 项)x (第 16 项 ) 
过 级 数 的 第 22 项 Ca 102 ] 
=< [105 或 ] 100000 第 3 级 单位 数 ， 
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(3 1 斯 达 地 <: 100000 第 3 级 单位 数 
(< 10000 5 W) 
(4) 100 HHW¿iK Hb <“ 1000000 > (最 后 数 ) 
< (级 数 的 第 7 项}xt{( 第 22 项 ) 
< £ Sk BJ 85 28 项 [192] 
< [10 或 ] 1000 第 4 级 单位 数 ， 
(5) 10000 斯 达 节 | 1000000x (最 后 数 ) 
< (级 数 的 第 了 7 质 ?Xft 第 28 项 ) 
二 级 数 的 第 34 项 [10] 
1]0 第 5 级 单位 数 ， 
(6) 1000000 一 【级 数 的 第 了 项 ?x! 和 第 34 项} 
斯 达 地 C 85 40 项 Cio] 
=< [10 或] 10000000 第 5 级 单位 数 . 
(7) 100000000 < (级 数 的 第 7 项 )X( 第 40 项 ) 
斯 达 地 < 46 项 [1091 
= [10 或 ] 100000 # 6 22 P u ËR . 
(8) 10000000000 | < GRX MH 7 DH) 2 CS 46 项) 
斯 达 地 < 级 数 的 第 52 项 Dio] 
< E10 aj 1oo0 第 ?了 级 单 位 数 ， 


IR js FE am. 
(ER BJ) B Te < 10000000000 斯 过 地 . 
ARREBA TRHA FE ERa p myr a g H 


于 1000 个 第 ?级 单位 数 [ 或 10711] . 
让 此 可 进一步 证 明 阿 里 斯 塔 由 斯 认为 的 恒星 球 X Jx BU PR IK BH 
刀 会 的 小粒 数 自 少 于 10000000 个 第 8 级 单位 数 了 [或 10 全 一 105] . 


利用 假设 ， 
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(地 球 》 = C CRED 一 CORRO : (恒星 球 ) mH 
CFTE? 的 直径 ) <10000 {地 球 的 直径 }) . 
由 此 
《恒星 款 的 直径 ) <—10000 (< “宇宙 ”的 直径 ) . 
因此 
(Hi EER) < (10000))' ( FEND. 
继而 包含 于 A51 E PR TH £ BU PR H BS bb y # 
< (100003 1000 第 7 级 单位 数 
< CRAKE 13 项 ) > (级 数 的 第 52 项 ) 
一 级 数 的 第 64 项 £10"] 
=< [107] 10000000 第 8 级 单位 数 . 
结论 
“HE (Geon) AE. 我 根 这 些 细节 对 绝 大 多 数 没 学 过 数学 
的 人 来 说 难以 置信 ， 但 对 那些 熟悉 有 关内 容 并 已 思考 过 地 球 、 太 
阳 和 月球 距 离 与 夫 小 问题 的 人 人 ,证明 会 使 他 们 坚信 不 称 ， 正 内 为 
如 此 ， 我 认为 这 论题 末 必 不 适合 您 的 思 上 各 .” 


1]"Apxat 是 呈 给 赛 克 西 背 斯 (Zcuxippus) 著作 的 标题 ， 参 见 引 论 第 2 章 结 
尾 阿 基 米 德 和 失传 著作 详 袁 的 注 记 . 

2] 斯 达 地 Cstadia， stadium 的 复数 形式 )? 古 希腊 长 度 单位 , 约 合 607 英尺 . 
3] 非 底 亚 斯 (Pheidias), tov epo ratpos 是 布 拉 斯 (Blass) 对 top 'Axo- 
warpos 的 改正 (Jahrb. fT Plilol. exxvii。18831 . 

[1] 严格 说 来 这 不 是 A DE: 这 是 一 个 后 而 用 忆 描 述 过 的 实验 结果 证 明 的 
命题 {第 5--8 页 ) . 

[5] 这 里 的 命 古 当然 假定 与 上 述 -: 第 公式 是 等 价 的 : 如 果 = 是 两 个 小 于 直 
tang a sina 


tanf > E > sinf 


AHA KT P, WA 


一 一 求 抛物 线 与 形 的 面积 一 一 


“ 阿 基 米 德 向 狂 西 修 斯 (Dosithes) 致意 . 

当 听 说 我 的 朋友 科 农 (Conon》 去 世 的 消息 时 , 我 感到 无 比 翡 
痛 ， 因 为 这 不 仅 失 去 了 一 位 好 友 ， m H ib K 3 Y MP A SUB 
数学 家 ， 您 认识 科 农 并 且 精 通风 何 ， 于 是 ， 我 决定 将 我 发 现 的 一 
个 定理 寄 给 您 ,就 像 计划 寄 给 科 农 的 那样 ， 沪 定理 以 前 未 被 研究 ， 
现在 由 我 研究 ， 我 首先 是 用 力学 方法 发 更 的 .而 后 用 交 何 方法 表 
述 出 来 . 早期 的 一 些 儿 何 学 家 试图 证 明 可 找到 一 个 直线 围 成 的 面 
等 于 已 知 贺 和 弓形 的 面积 ， 以 后 他 们 又 力图 将 圆锥 的 玲 线 "i 和 - 
直线 所 围 图 形 化 为 方形 . 由 于 殷 定 的 引 理 不 容易 被 接受 ， 因 此 大 
多 数 人 认为 这 一 问题 没有 解决 . 另外 我 不 知道 我 的 前 辈 有 谁 把 由 
-和 直线 和 - ` E f B BE 82 £t [一 条 抛物 线 ] 所 国 成 的 弓形 化 为 方形 ， 
现在 我 已 经 找到 了 这 种 方法 ， 为 在 这 里 还 明 由 一 直线 和 一 直角 图 
HRZ 人 -条 抛物 线 ] 所 国 成 的 弓形 面积 是 与 它 间 底 等 高 三 角形 
的 三 分 之 四 ， 很 定 下 面 引 理 成 立 : 两 不 等 面积 之 差 ， 通过 重复 相 
加 ， 可 超过 任 一 预先 给 定 的 量 . 早期 的 几何 学 家 曾 应 用 这 一 引 理 
KIE: 前 圆 面 积 之 比 是 它们 和 直径 的 二 次 比 ， 岗 球体 积 之 比 是 它 
们 直 竹 的 三 次 比 ， 以 及 裕 欠 是 同 底 等 高 楼 柱 体 积 的 三 分 之 -; X 
利用 类 似 于 上 述 的 引 理 证 明 圆 纵 体 积 是 同 底 等 高 圆 村 体积 的 三 分 
之 ~- ,实际 FF，、 上 述 每 一 个 定理 与 没有 应 用 这 一 引 理 而 被 证 明 的 
定理 .- 样 得 到 承认 -因此 我 公布 的 著作 间 样 满足 上 述 命题 所 涉 
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及 的 引 理 , 我 已 把 证 明 写 出 来 并 寄 给 你 , 普 先 用 力学 方法 推导 , 然 
后 用 几何 方法 严格 证 明 . 文章 前 面 关 于 圆锥 曲线 的 基本 命题 是 为 


后 面 证 明 服 务 移 (aretyema kovet ype uy EXowra Es ro anodectv), 
民风 ， 了 


命题 1 


ORAM EEI a P E 
Bi, 使 其 或 为 抛物 线 的 轴 或 平行 于 
抛物 线 的 轴 , 设 PV AEE, Z O 
平行 于 抛物 线 在 P 点 的 切线 、 a5 
PY 交 于 V， 则 

QV=—VO. 

反之 ,如果 QV 一 VQ， 那么 弦 

QQ9' 平 行 于 抛物 线 在 P 点 的 切线 . 
命题 2 

MI E hhi tha OY E T$ P 
为 抛物 线 的 轴 或 平行 于 抛物 线 的 轴 ， 
Elzz Qoy + v. 交 抛物 线 在 Q 成 的 如 Ç P V 


F7. A 
PV-==PT. 


命题 3 


如 果 从 势 斩 线 上 一 点 作 一 直线 ， 德 其 或 为 抛 界线 的 
轴 或 平行 于 抛物 线 的 轴 , 设 PV 为 此 喜 线 , 青 从 抛物 线 上 
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e =m 


98 ra QQ 分 别 作 两 条 直线 , 使 它们 都 平行 于 P 点 的 
WR., HEDA PV 于 点 V 和 VW ， 那 么 
PV : PV 一 和 : QV. 


“以 上 这 些 命题 在 网 锥 轴线 果 已 经 证 明 过 乒 .人 
命题 4 


设 Qd 为 一 抛物 线 写 形 的 底 ，P 为 号 形 的 项 点， 如 果 
过 另 一 点 中 的 真 径 交 Qq FRO, 交 QP (或 其 延长 线 ) 于 
点 F， 则 
QV : VO=0F : FR. 


作 关 于 PV 的 纵 标 线 RW , 3 QP 于 下. 
于 是 PV :PP 一 QT : RW, [命题 3] 
因此 ， 由 平行 性 质 ， 
PQ: PK = PÆ: P F2. 


HAN, PQ. PF, PK 成 连 比 例 ， 因 而 有 
PQ : PF = PF : PK 
= (PQ + PF): (PF + PK) 
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一 


= QF: KF. 
所 以 、 册 平行 性 得 

QV 1 VO — OF : FR. 
LER, AFA ffr J 3 PR BBS E, BA R TU B fe H M BJ E 
慰 轴 变 找到 由 纺 久 《比如 为 工 轴 ) 和 过 名 点 的 直径 〔 做 为 了 轴 ) 
构成 的 新 坐标 轴 . 


ü QV =a, PV=%, Rh p EAT PV 的 纵 标 线 的 参数 . 


因此 ， EA Oa., RO—= y, RA EERIE EH RRA 
a OF 


r=—a OF—py' 


出 此 可 得 


EJ! 
py = rz(2a — z). ] 


命题 5 


如 时 Qq 是 住 一 抛物 线 弓 用 的 启 ，P 为 各 形 的 项 总 ， 
PV 为 其 直径 , 过 抛物 线 凸 另 一 癌 有 的 直径 交 Q9 于 口 , 交 
Q mU T E, WH 
QO : Qq=ER : FO. 


设 过 只 点 的 直径 交 QP T F. 
于 是 ， 由 命题 4， 
QV :VO= OOF: FR, 
因为 QY=VYe， 由 站 可 得 
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QV : Q = OF : OR. (1) 


KA VP 3EQ Sh US F T, WA q 
PT = PV, A EF = OF. 
因此 , 将 (1) 中 的 前 项 加 税 ， 就 有 
Qq: gO = OE : OR, 
由 此 得 QO : Oq= ER : RO. 


命题 6, 7 
WILA A08 XEM R, 中 点 O 为 其 支点 . 925 
BCD, fb C AARRE, 将 该 三 角形 挂 于 上 8B 点 和 人 〇 点 ， 


其 中 p om, 县 CD 和 OO 在 网 一 竖 直 线 上 . 如 时 在 
A 虑 挂 一 面积 P ERARE, M 


p=4 


# OB LAS E. 使 得 BE=20F, EFH 平行 于 OCD, 分 
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315 BC. BD T F. H, W FH 的 中 点 为 局 . 

于 是 去 为 六 BC 的 重心 ， 

Wk. 如果 放 开 骨 点 B、C, 且 将 三 角形 从 正点 经 过 工厂 RE 
E 处 ,那么 三 间 形 将 处 于 原 位 置 ， 因 为 EFG 是 一 竖 直 线 .“ 这 一 
点 书 被 证 明了 人 1”. 

所 以 ， 同 以 前 一 样 ， 系 统 仍 保持 平衡 . 

因而 有 

P: ABCD = GE : AO 
一 133， 


即 P= ABCD. 


w Hh 8, 9 


设 杠杆 AOB KERM, PRORA. WERE 
BCD 挂 于 OB 上 的 B. E 处 , Ftrhfë C ABARIS. E 
FEAN E CD šJ E TEP3— E t £b i . RER Q a= 

AO : OE= ABCD : Q. 
BEF ANER P ERARE. M 
Q<p<ABCD. 


RR ABCD 的 重心 合 , fECGH 平行 于 DPC， 即 与 BO # HAE 
直 相 交 . 


239 


用 在 可 以 认为 六 友 天 挂 于 如 处 ,因为 系统 保持 平衡 ,所 以 而 
ABCD: P — AQ : OH , (1) 
从 而 P< ABCD. 
FF, ABCD : Q= AGO : OE, BR (1} Tr 
ABCD: Q> ABCD: P, 
ik P>Q. 


命题 10. 11 


设 杠 村 AOB 水 平 放 起 ， 支 点 怠 为 其 中 点 . 梯形 
CDEF 的 放 敬 应 使 得 它 的 两 条 平行 边 CD，EF 是 竖 直 的 ， 
HEC QR Tr O 点 下 方 ， 另 外 两 边 CF. DE F B. 
设 EF R BO + H, EEF H, Oft, Etch F E= H #F. 
CHTO. 又 设 面积 Q 满足 

AO : OF 一 《梯形 CDEF) : Q. 
EEF A 处 的 面积 P 保持 系统 平衡 ， 则 
PQ. 


Fe, ECA FERAHA, BRC FAIM H 
RAs imi Aie R F 9 . 
H K 寻 划 分 OE， 使 得 
CDF : QFE+CD) =HK : KO. 


b P 


W KG fir OD. Ë G 2 KG EHRE V 38 8 W 0 BJ 88 zy 28 
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段 的 中 点 ,那么 G 为 梯形 的 重心 [t 论 平板 的 平衡 》 第 - 卷 命题 151. 
于 是 可 认为 梯形 从 六 处 悬挂， 并且 系统 仍然 姓 于 平衡 状态 . 
因此 有 

AO : OK 一 《梯形 CDEF) : P, 

X. H fB P+ 

AGO: OH 二 (梯形 CDEF) : Q. 
内 为 OKZOH, BWA Ek n 8 
PQ. 


命题 12，13 


车 梯形 CDEF HAS. RO CD SE E ty OB 上 的 上 
点 下 方 代替 垂直 位 于 OO 点 下 方 外 , 像 上 一 命题 一 样 , 于 是 
HEAL, HEBE. 3ER, 月 满足 
AO : OH= (E ODEF) Q, 


和 AO : OL= (梯形 CDEF) : R. 
如 果 从 A 处 悬挂 的 面积 P 保持 系统 平衡 ， 则 
RPQ. 


取样 形 的 重心 C， 象 上 一 个 命题 一 样 ， 设 过 亚 平 行 于 DC 的 
B OB T K. 


二 是 可 认为 梯形 从 处 悬挂， 并 且 系统 仍 保 持平 衡 . 
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因此 (梯形 CDEF) : P=. AO : OK. 
从 而 
(梯形 CDEF) : P > AE CDEF) : Q, 
H 是 < (E CDEF) R. 
由 此 可 得 PQH P>R. 


命题 l4, 15 


设 Qq 是 在 一 抛物 线 写 形 的 底 ， 如果 由 点 Q、g 作 丙 
条 与 抛物 线 的 轴 都 平行 的 直线 , 并 且 都 与 写 形 在 Qq 的 同 
一 俩 ,那么 , 由 此 在 Q. 9 BAERD. RE D 都 是 
BS. RE 以 ) 一 个 是 锐角 ， 一 个 吓 钝 角 . 在 后 一 种 情 
形 令 在 9 点 形成 的 角 皇 负 角 . : 

K Og 用 分 点 Di， O -- , G, 分 威 若 于 相等 的 部 分 . 
过 9g, O Or ee, O, 作 抛 物 北 的 直径 ， 与 名 点 的 切线 分 
AF E, Eis Es, +, Ens 与 抛 先 织 本 届 交 于 点 q. Ai: 
Ro e Re WEB QR, Qm, =, QR... 自分 别 交 GE, OE» 
O;E;, =, O. E, F Fs Fis Fre s=, F, aq 

设 直径 Eq, E0, = E,O, 与 直线 QOA 分 别 区 于 点 
O, Ho Hp =’ Ha Frdh QOA Eid Q aE 5 xs 5 
HEAHNAR. CGAI. WE Qq Et 5 P: EE P 232 
B, 32, q ROSES. O, 和 将 和 重合 ， 依 次 类 推 . ) 

试 证 
CD AE9qQ 一 3 梯形 FO, FiO, +. F, O, 5 /XE,O,Q 
的 和 ); 
(25 AEgQ2>3 (梯形 R.O; , Og R,..O, S AR,O,Q 
的 和 ) ， 
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E 
设 40 等 于 0Q, 将 QOA 视 为 水 平 放置 ,支点 为 D 的 村 村. 如 图 
所 示 .假定 三 角形 EoQ 由 OQ 处 悬挂, 梯形 EO, 与 由 A 处 悬挂 的 面 
E P. RRE RE E.O, 与 由 A 处 悬挂 的 面积 P, 保持 平衡 ,如 
此 下 去 ,三 角形 EOQ 5 ARTERIEN ERP a deR EM . 
FÆ, P, + P,+ -- tP a iW 5 8⁄2 4 — fB 8, EQ 保持 平衡 ， 因 
此 有 
P, + Pit + Pai = LAE [命题 6,7] 
x AO: ÖH, =QO : OH, 
一 名 gr : qO, 
=E,O, : O.R, [依据 命题 5] 
= (EJE EO) : (梯形 FOD); 
因此 [命题 10，11] 
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(FOD > Pl, 
其 次 ， AO : OH, =E: OR 
= (E,O,) : (RO (ay 
而 AO : OH, =E : OR; 
= (EQ) : ¿(F O), (0) 


因为 (a) 和 (6) 同时 成 立 ， 所 以 由 命题 12，13 有 
(FO, > P, > (RO,). 
类 似 可 证 得 
GOD > P, > (K,O.) ,等 等 . 最 后 为 【命题 8，9] 
人 下 人 了 
上 向 不 等 式 相 加 ,我们 得 到 
(1) (FO — (FO, teet (F. O.) + AE,O,Q 
>P, +P,+ +P, 
>+ AEQ. 
即 AE¿gjQ—< 3C(FO DHO TE OD HAE OQ] 
(2) (RO) + (R.O. ++ (K, (,) t+ 人 ROQ 
Ps 二 Pt 二 Pri 
AP Pette Parn 


< AEQ, 
Bl AEqQ>3CGOR OD T (R.O. + (R, O.) AROQ]. 
命题 16 


设 Qq 为 抛物 线 弓 形 的 底 ; q 点 不 比 Q 点 距离 抛物 线 
的 项 点 更 远 ， 过 q 点 作 直 线 9E 平行 于 抛物 线 的 轴 , 与 Q 
点 的 切线 交 于 E， 试 证 


(GENER) =} AEqQ. 


如 果 等 式 不 成 立 ， 那 么 号 形 的 面积 必 大 二 或 小 于 去 八 EgQ. 


1 . B 3 Em B£ T+ 
A EQ. 那么 , Bi 325 hn H Ë 
不 断 相 加 , 就 可 以 超过 人 kgQ&, 而 
且 还 可 以 找到 AEQ 的 一 个 约 量 ， 
JT HRD 55 A EqQ ZA. 

设 三 角形 FQ 是 上 面 所 说 的 
ZAE EqQ 的 一 个 的 量 ,将 五 g 以 
qF 为 标准 分 成 若干 等 份 ， 再 将 包 
含 记 在 内 的 所 有 分 点 与 @ 相连 
接 , 旦 分 别 交 执 物 线 于 R, Ro, 
Ra 过 Ris Rss tts R, TE Bh r S IJ 
直径 分 别 交 4g@ d O, Ors ty One 

设 O,R, 5 QR, # + F.. 

设 OR: SQR 交 于 D... SQR 3 + Fe 

设 O,R, 与 QR, 交 于 Di, 3 QR, 交 于 F,, YF. 

由 假设 ,我 们 有 


AEqQ < (弓形 面积) 一 —AEqQ, 


即 GEER) -AF > AEQ. (a) 
由 于 gE 的 各 部 分 ， 即 gF 和 余下 的 各 部 分 , 都 是 相等 的 , 因此 有 
OR SRFS” O,D,= D R.= R,F,, 326; 
所 以 
ZNF4Q = (FO) + CRO D + (DO + 
= (FOD HRDO FDD) +e HE, Daa) 
+AE,R,Q. (0) 
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(号 形 面 积 ) < (FOD + (FIOD + e (F100) + AEOQ 
上 两 式 相 减 得 
CB é ARO AFORO) + (R.O... (CR, O.) 
FAR, OQ., 
因此 ,由 上 式 及 tw) 有 


D AEQ < ROW + (RO) = + ROW) + AROQ. 
但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 [命题 14，15] . 
T AEQ > RO) + CROW 十 … + (R.-,O) + AROQ. 
所 以 

(弓形 面积 ) A — A EqQ. 


1 .假设 弓形 面积 小 于 计 人 EqQ. 


REME EqQ 的 一 个 约 量 ,比如 三 角形 FQ, h A FQ 
与 弓形 面积 之 差 ， 如 前 同样 作 图 . 


因为 人 FgQ< 计 人 EqQ 一 (弓形 面积 )， 
所 以 


AFqQ + ( 引 形 面积 ) < +AEqQ 


< (FO) + FO) + + + (F, O.) + AE,O,Q. 
[命题 14, 15] 
两 按司 时 减 去 弓形 面积 可 得 
AF < (=s BE qFR,U1 RF R,,*, E. R,Q 的 面积 之 和 ) 
< (FO, + (F D,) + = + (F, D, .,) + AVE,.R,.Q. 
这 是 不 可 能 的 ， 因 为 出 (8) 
A.FqQ = (FO) + (ED) + = + (F. D.) + AER Q. 


因此 (GEBEID < AEqQ. 
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内 为 弓形 面积 始 不 小 于 也 不 大 于 十 AEeQ， 所 以 一 者 相等 ， 


命题 17 
至 此 显然 ， 任 一 抛物 线 弓 形 的 面积 是 癌 底 等 高 三 角 
ETRE. 


设 Q 是 弓形 的 底 ，P E= E BD) Thi 
点 , 于 是 PQq 为 与 弓形 同 底 等 高 的 内 接 
SRE. Y 
HXP E KADTB RU. A P 
点 的 直径 平分 Qq，、 设 分 点 为 VV. 
作 gE 平行 于 VP,VP 和 gE 分别 交 
Q 点 的 切线 于 下、 下 
于 是 ， 由 平行 性 知 T 


qË 一 2VT, 
和 PV=PT, [命题 2] 
从 而 VT=2PV, 


因此 AEQ S 4AP Q. 
而 由 命 是 16, 弓形 的 面积 等 于 十 人 EgQ， 


NS 


所 以 (弓形 的 面积 ) 一 二 APaQr。 

定义 

“由 一 直线 和 任 - -曲线 所 围 成 的 弓形 , 我 称 这 条 直线 为 底 , 高 
为 曲线 到 妃 形 底 的 最 大 垂 线 长 ， 而 顶点 是 这 样 的 点 ， 过 这 点 的 重 
EB KES”, 
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命题 18 


设 Qq 为 一 抛物 线 写 形 的 床 ,V 是 Qg hP. EV 成 
的 直径 交 曲 线 子 户 ， 则 P 为 弓形 的 顶点 . 


国 为 Q 平行 于 书 点 的 切线 [命题 1]， 所 以 弓形 上 的 点 到 底 
Qa 的 所 有 从 线 中 , P 点 的 壬 线 是 最 大 的 , 因此 按照 定义 ,下 蚌 与 
形 的 顶点 . 


命题 19 
WE Og ERAP 平分 于 V AMN, 直径 
RM T+ M 点 平分 QV, RW BA R SJ PV RN. W 


= A 
PV = RM. 


Bi h HE 8 
PV : PW = QV: : RW? 
= 4RW? : RW?, 
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于 是 PV = 4PW, 
因此 PV 一 RM . 
命题 20 


设 抛物 线 与 形 的 底 为 Qq， 顶 点 为 PP， 则 三 角形 PQq 
大 于 名 形 PQq 之 半 . 


HNE Qg 平行 于 PP 点 的 切线 ， 所 以 Q 
三 角形 PQg 是 由 Qç. PARDA., 
Q. gq 的 直径 所 围 成 的 平行 四 边 形 的 一 半 . 
因此 三 角形 PQ 大 于 续 形 面积 之 半 ， p v 
推论 ”由 此 可 得 ， 在 弓形 内 可 作 一 内 
接 多 边 形 ， 使 得 余下 的 弓形 面积 之 和 小 于 
任 一 指定 面积 . 


命题 21 


如 打 任 一 抛 迁 线 马 形 的 底 为 Qyq， 顶 点 为 PP，f 是 出 
PQ 所 截 得 的 弓形 的 顶点 ， 刘 
APQq= BAPAO. 


过 R 点 的 直径 将 平分 强 PQ, 因此 也 平分 QV, 其 中 PV 是 平 
分 Qq 的 直径 . 设 过 民 点 的 直径 平分 PQ@,QV T Y, M, 连接 PM. 
由 命题 19， 


= 4 
py=RM. 


249 


@ “ze sr 


x PV =2YM, 
因此 YM=2RY ， 
及 APQM = 3APRQ. 
从 而 APQV = 4 人 PR ， 
及 Pear 一 8 六 PRG . 


MIREKA R 到 PV BJA SK RW 与 
BLR XE F r, ER 
RW =W, 
凡 同 理 可 证 得 


A POg= BA, Pro. 


命题 22 


WFA, B, C, 局 ，… 是 一 系列 稍 积 ， 基 中 前 一 项 全 
E-H 4 t KEXEI A # T rS F3M30SIDS 
三 角形 P. BIAK P S= TES as. Wi 

《A 十 日 十 C 十 局 十 …) < (BE Paa 的 面积) 、 


按照 上 一 个 命题 ， 八 PQg 一 8 入 PRQ 一 8A 人 Pgr， 其 中 R、r 是 
由 PQ. Pq 所 截 得 的 弓形 的 项 点， 因此 有 Q 
APRQg = AC PQR + 人 Par) 
因为 入 PQq 一 A， 所 以 
APQ4a =+ ñ. Far = B. p ` 
同 理 可 证 , 同样 内 接 于 余下 弓形 的 三 
骨 形 面积 之 和 等 于 忆 ， 和 如 此 等 等 r 
因此 A 十 B 十 CC 十 DD 十 "等 于 一 内 接 
多 边 形 的 福 积 ， 从 而 知 其 和 小 于 弓形 面积 . q 
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命题 23 


已 知 一 系列 面积 A. B, C, D, -= Z, 其 中 A 838 
大 而 积 ， 且 前 一 项 等 壮 襄 一 项 的 4 倍 ， 则 


A 十 B 十 C 十 … 十 z 十 十 z 一 全 A. 


3 3 
EEES, Cy d, ens 使 得 
_ 1 
b= s Ë n 
< = 3C ， 
4 二 +D ,等 等 
那么 ， 由 于 6=3B 
_1 
及 B= 了 4， 
则 有 B+ =+A , 
类 似 可 得 Ce =B. 
1 
(Z e= YD 
所 以 


B 二 C+D 二 十 Z 十 8 十 c 十 十 尺 十 之 


= CA + B + C + =+ + Y). 


但 “5+ctat… 二 y= 言 (B+C+D+= +Y), 
因此 上 两 式 相 减 得 


B+C+D+- +Z+Z= A, 


4 


即 4 一旦 +C 十 和 二 2 十 村 2 一 全 4 
A 
B 
5 
| » 4 
-这 一 结果 等 价 于 代数 式 
1 lal... 1. 3 l. 1... 
1 tet (TY = TU 
1... 
1> p? 
= 1 ` j 
L —— 
4 
命题 24 


由 授 物 线 与 弦 Q9 所 图 成 的 号 形 面积 等 于 同 斌 等 高 
三 角形 面积 的 4. 
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令 K=-LAPQa, 
Je P 为 亏 堪 的 俩 点 ， 现 要 证 明 弓 形 面积 等 于 K. 
如 果 二 者 不 等 ， 则 弓形 面积 要 么 大 于 天 ， 要 人 么 小 于 五. 
1 ， 假 设 弓 形 面积 大 于 K. 
在 由 PQ, Pq 截 得 的 弓形 内 分 别 作 与 O 
1 => JE |p] E: 2 #ç B pJ 2 — fB y , HAAR 
fh Y 5 Bj 5 JÉ £ HARES R r ERTE 
己 拒 内 按 同 样 方式 作 内 接 三 角形 ,如 此 做 下 
去 ， 下 到 剩 下 的 弓形 面积 之 和 小 于 弓形 
PQq 与 天 之 差 ， ' 
由 此 可 知 , 如 此 形成 的 多 边 形 一 定 大 于 
面积 及 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 [命题 23] q 


A+B+C Z< A, 


其 中 A= AP'Qg. 
因而 续 形 面 积 不 大 于 开 ， 
1. 假设 弓形 面积 小 于 K. 


车 令 人 PQy 一 4,B 一 子 4， C=T B, 如 此 下 去 , 直到 得 到 面 


F X. fj X J. K 与 弓形 面积 之 着， WA 


A+B+C+ +X4+4X= A [命题 23] 


= K. 
现在 , 由 于 天 H'A+B+C+- +X 232 J T X , 及 与 弓形 面 
积 之 差 太 于 名， 所 以 
A+ B+ (C+ - + X > GEMEN 
命题 22、 这 是 不 可 能 的 . 
因此 弓形 而 积 不 小 于 天. 
为 为 弓形 面积 既 不 大 于 天 叉 不 小 于 乓 ， 所 以 
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A 


弓形 PQ 的 面积 ) =K = $ APQa. 


[1] 这 时 似乎 有 -…- 些 论 误 , 原文 中 的 表达 是 cas 5Xoe rog wwo ropas ,从 中 
不 易 看 出 它 的 直接 明了 的 意思 . “整个 加 级 :的 截 线 或 许 指 垂 直 经 过 该 图 惟 
的 截 线 . MR, 而 “直线 ' 可 能 是 轴 或 直径 ,但 海 伯 格 (Heiberg) 反对 下 
述 意 见 ， 即 以 前 而 前 表达 - 定 指 整个 精 圆 而 非 它 的 一 部 分 为 理由 ， 添 加 rat 
Eugetas 后 而 理解 为 tas 全 bye ou Kw OU topos Quaestiones Archimedeae, 
p149). 

[2] 这 段 的 希腊 文 是 : ouppoevet BE ren pogtp 全 teveu jewpmearom Ekarot ndev 
Wogoy TWV Qy€U TOUTO TOD 1Rhtaros aroðeðerypevaw merxtgrsukevat ， 其 中 的 
nemoreurevae 做 和 孚 是 错误 的 ， 应 该 用 被 动 式 . 

[33 楷 欧 几 里 得 和 和 陆 里 斯 罕 库 斯 (Aristaeus， 约 公元 前 340 年 ) 的 甘于 圆锥 
曲线 论 的 论文 . 

[4] 在 命题 6 里, 阿 基 米 德 论述 了 一 种 情形 , 即 三 角形 的 角 BCD AAN, WF 
Pi aJ C HO. F f E BS, AEEA? PEIER A ABCD A pf BS 
= JHI H 8 PLE SS tEPR , jy E 38 i = fh W; ü AAEM = Ji BOD, BOC 
2E, HANTAR 6 的 结果 . 为 简洁 起 见 ,我 把 这 两 个 命题 台 在 一 起 论证 ， 
命题 6、7 以 后 的 俞 题 也 是 如 此 -~ 

[5] 证 明 无 疑 是 在 丢失 的 状 meo tuyw， 里 ， 参 看 也 论 第 工 章 的 最 后 部 分 . 
L6] (FOD 表示 梯形 FO, 的 面积 ， 


DIREN d. TERE n. End> AEqQ, AMA d>] AER S E A EQ 
的 一 个 约 量 . 

Ta] 指 由 QF. FR, MM çR. 构成 的 图 形 . 

[9] 令 人 不 角 的 是 阿 基 米 德 在 这 里 使 用 了 术语 弓形 的 底 和 顶点 , 但 在 后 面 他 
才 给 出 了 它们 的 定义 《在 这 个 命题 的 最 后 )， 而 且 他 承认 了 在 命 琶 18 中 才 给 
出 证 明 的 这 一 性 质 的 递 ， 
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- 论 浮 体 


I 


公设 1 


“很 设 流体 具有 这 样 的 特征 , 它 的 各 部 分 处 于 平 沟 沟 
习 物 连续 状态 ， 受 到 推力 较 小 的 部 分 会 被 受到 推力 较 大 
的 部 分 所 推动 : 如 果 流 体 被 滩 入 任何 物体 并 受到 任 亿 其 
他 物体 的 压 钨 ， 那 么 流体 的 各 部 分 将 受到 在 它 上 面 的 流 
体 的 委 直 方向 的 推力 .” 


命题 1 


如 果 用 过 一 定点 的 平 曾 截 一 曲 闸 (物体 表 曾 )， 其 截 
线 总 是 以 前 面 所 说 定点 为 器 心 的 圆周 (一 个 圆 的 )}， 那 么 
这 个 物体 表 闸 是 球 画 . 


因为 如 果 不 尽 这 样 。 则 将 会 从 定点 到 物体 表面 引 两 条 不 相等 
的 线段 . 
BEO 是 该 加 定点, A. BB 是 物体 表面 上 两 点 , H OQA, OB A 
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相等 ， 洪 物 体 表面 被 通过 O 〇 4. OB 的 平面 所 截 , 那么 , 由 假说 , 截 
线 是 以 0 〇 为 圆心 的 圆 ， 
内 此 OA 一 OB; 这 与 报 设 矛盾 ， 岗 而 物体 表面 只 能 是 球面 


命题 2 


处 于 静止 状态 的 任何 流体 的 表面 都 是 其 中 心 与 地 球 
中 心 相同 的 球体 的 表面 ， 


假设 用 通过 地 球 中 心 的 平面 去 截流 流体 表面 ,形成 曲线 
ABCD. 

ABCD fe — 4" B ñ9 A 31. 

MERE., M O Sig Er 3| R An E A kp t 
OR 比 从 吕 到 曲线 的 有 些 线段 要 长 而 比 另 一 些 短 ， 作 -- 个 以 口 B 
为 半径 的 贺 , 设 其 为 EBF, 它 将 有 一 部 分 在 流体 表面 的 内 部 而 有 
一 部 分 在 流体 表面 的 外 部 . 


作 OCH. 使 其 与 OB 所 成 的 角 与 角 EOB 相等 ， 与 流体 表面 
ZF H 并 与 贺 交 于 如 , ETELE O AAL EW PQR ,并 
使 其 位 于 流体 内 部 . 

因为 流体 洪 POR 的 部 分 是 均匀 的 和 连续 的 ，PQ 部 分 被 PQ 
与 AB 之 间 的 部 分 所 压缩 ， 同 时 外 R 部 分 被 QR 与 BH 之 问 的 部 
TEUER, HME PQ. QR 的 部 分 特 受 到 人 不 相等 的 压 问 ,受到 上 压 
沪 较 省 的 部 分 将 被 受到 上 硅 冲 较 多 网 部 分 所 带动 . 
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因而 流体 将 不 会 旺 静 目的 : 这 与 假设 六 盾 ， 央 此 流体 表面 的 
RRE -DLO ARCAM; 这 同样 适用 了 了 通过 〇 点 的 其 它 平 
面 截 得 的 所 有 截 线 - 

国 而 流体 表面 是 中 心 为 0 的 球面 . 


命题 3 


对 于 那些 与 流体 在 相间 体积 下 与 谊 相同 重 量 的 周 体 
来 说 , 如 果 被 放 入 流体 中 , 将 会 沉 在 流体 中 既 不 演出 也 不 
会 沉 得 更 低 . 


设 某 固 体 EFHG 在 相同 体积 下 与 它 沉 入 其 中 的 流体 有 相同 
的 重量， 并 设 其 中 一 部 分 EBCF 至 出 流体 表面 . 

作 一 个 通过 地 球 中 心 和 国体 的 平面 ， 截流 体 表 面 于 网 
ARCD. 

构造 一 个 以 个 为 项 点 ,以 流体 表面 的 平 曾 四 边 形 为 底 的 棱 
锥 ， 使 其 包含 固体 沉 人 流体 的 部 分 在 内 D < A DR É WK 3 WI 
ABCD R F OL, OM. 并 设 一 个 在 流体 内 部 以 口 为 心 的 低 于 心 吾 
的 球 ， 设 平面 ABCD 截 这 个 球 于 POR. 


构造 另 一 个 以 口 为 顶点 的 棱锥 ， 使 其 与 前 - :个 楼 锥 相连 ， 相 
等 旦 相似 ， 设 这 样 的 棱锥 被 平面 ABCD T OM, ON. 


© sz 

最 后 ， 令 STUV 叱 第 二 个 棱锥 中 与 固体 BGHC 这 部 分 相等 
是 相似 的 流体 部 分 ， 并 设 SY 在 流体 表面 上 . 

tE, FHT PQ 和 QR 的 压力 是 不 相等 的 , 作用 于 PQ EE 
较 大 些 ， 因 此 QR 这 部 分 特 被 PQ 这 部 分 所 带动 ， 流 体 将 不 会 静 
止 ; 这 与 假设 是 巴 盾 的 . 

固 击 国体 将 不 会 超出 流体 表面 

同样 它 也 不 会 沉 下 去 ， 因 为 流体 的 所 有 部 分 部 将 处 于 同样 的 
ERF. 


命题 4 


如 果 把 比 流体 轻 的 国体 放 入 流体 中 ， 它 将 不 会 完全 
沉 入 ， 其 中 将 有 有一 部 分 淫 出 流体 表面 . 


在 这 种 情况 下 ， 灌 循 前 画 命 题 的 方法 ,我们 假设 固体 完 件 沉 
人 流体 旦 流体 处 于 静止 状态 . 我 们 构造 O) -个 以 地 球 中 心 0 为 
项 点 的 楼 锥 , 使 其 包含 同体 在 内 ,(2》 另 -- 个 与 前 一 个 楼 锥 连接 ， 
相等 且 相 似 的 楼 入、 硕 点 同样 是 〇 (3) 在 后 一 个 楼 锥 中 ， 取 流 体 
的 一 部 分 使 其 与 沉浸 在 男 一 个 棱锥 中 的 男 体 体积 相等 ，(4) 作 - 
+ O 为 心 其 袁 面 低 于 沉 和 人 固体 和 《3) 中 所 设 流 体 “部 分 的 球 
而 . 我 们 银 设 通过 口 点 的 平面 截流 体 表 面 于 加 ABC. REEFS., 
截 第 一 个 棱锥 于 04，O8， 堆 第 二 个 楼 锥 于 口 B，DG， 截 第 一个 
棱锥 中 的 流体 部 分 于 天 ， 礁 内 球 十 PQR. 

HT SH KEH. 那么 作用 流体 于 PQ 和 QR XN BB Jy BJ JS 
力 是 不 相等 的 ， 因 此 流体 不 会 静止 : 这 与 假设 是 于 盾 的 . 

因而 固体 S 在 静止 状态 是 不 会 完全 沉 信 的 . 
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命题 5 


如 果 把 出 流体 轻 的 任何 国体 放 入 流体 中 ， 它 将 刚好 
沉 入 旬 因 体重 驯 与 它 排 并 流体 的 章 重 相等 这 样 一 种 状 
意 . 


HHA ECHF, É BGHC 为 流体 处 于 静 正 时 国体 沉 人 流 
体 的 部 分 ， 如 命题 3， 构 造 -个 包 会 国体 在 内 的 以 避 为 顶点 的 楼 
锥 ， 上 再 构造 一 个 与 前 一 棱锥 相 邻 ， 相 等 且 相 似 的 具有 相同 项 点 的 
BE. 设 STUV 为 位 于 第 二 个 棱锥 底部 且 与 固体 沉 入 流体 部 分 相 
等 旦 相似 的 流体 部 分 令 这 种 构造 与 命题 3 相同 . 


那么 ,为 了 合算 体 保持 静止 状态 ， 作 几 十 流体 PO. QR 部 分 
的 压力 必须 相等 ,这 样 流体 STUV 部 分 的 重量 必须 与 固体 EGHF 
的 重量 相等 . 而 前 者 与 固体 沉 入 流体 部 分 BGHC 所 排 开 流体 的 重 
EMF. 
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命题 6 


如 果 把 一 个 比 流体 勾 的 辐 体 施 力 沉 入 流体 中 ， 则 加 
体会 受到 一 种 至 力作 用 ， 这 种 力 等 于 它 排 开 流 体 的 放 
SERERE. j 


设 4 完全 沉 入 流体 , G 代表 4 的 重量 ， (G+ H) AEREN 
体 的 重量 . kEi p, HERSH, 使 其 与 4 相 联 .那么 “4 
十 上) 的 重量 比 相同 体积 的 流体 的 重量 要 轻 ; WE (A4 十 D》 被 沉 
入 流体 ， 它 特 上 浮 至 其 重量 等 于 它 所 捧 开 流体 的 重量 为 止 ， 但 它 
的 重量 是 (G+ H). 


° 
B C H 
A 


因而 被 排 开 流体 的 重量 是 《G 十 五 )， 因 此 排 开 流体 的 侍 积 等 
于 固体 A 的 体积 ，4 沉 和 人流 性 与 已 浮 出 流体 刚好 是 静 直 状态 ， 

因此 忆 的 重量 平衡 了 流体 作用 于 4 的 浮力 ,因而 后 -种 力 与 
五 相等 ， 就 是 4 排 开 流体 的 重 基 与 所 本 身 重量 的 差 . 


命题 7 
如 果 把 一 个 比 流 体重 的 国体 放 六 流体 中 ， 它 和 将 沉 对 


流体 底部 . 若 在 流体 中 称 固 体 ， REBSRS FR RK RS 
FEP tE SE SR 602. 
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CO 这 一 命题 的 第 -部 分 是 明显 的 ， 由 二 在 同体 下 面 的 流体 
部 分 将 受 以 较 大 的 压力 ， 因 而 流体 的 其 他 部 分 将 被 排 开 直到 固体 
沉 到 底部 ， 

(2) 设 A 为 比 同体 积 流体 守重 的 -- 个 固体 , 并 设 (GL H) fÚ 
表 它 的 重量 ，C 表示 同体 积 流体 的 重量 . 

取 比 同体 积 流 体 要 轻 的 轩 体 B. h B Jm r CG. miM 
流体 的 重量 为 (G+ H). 


RAMBA- -个 固体 并 沉 人 流体 中 , 那么 , 由 于 (A 十 B) 
与 得 体积 流体 有 相同 的 重量 , 它们 的 重 基 都 等 于 (十 互 ) +G, BË 
Z (ARB) 将 在 流体 中 保持 不 动 . 

区 而 由 闷 自 身 产 生 的 使 4 下 沉 的 力 必 须 与 由 流体 产生 的 使 
吾 向 上 升 的 力 相 等 ， 而 后 -- 种 力 等 于 《G 十 百 ) 十 避 的 差 (命题 
6). Bi A 受到 等 于 五 的 力 的 作用 . 即 它 在 流体 中 的 重量 为 H. 
或 者 说 为 GHH) Ruc 02. 

[我 认为 ,这 一 命题 可 以 被 认为 对 阿 基 米 德 著名 的 如 何 确 定 在 
皇冠 中 (BL Si. 第 1 意 ， 第 3 页 ) 所 合金 与 银 的 比例 这 -- 问 题 
具有 决定 意义 ， 这 - .命题 实际 上 提出 了 如 下 方法 . 

设 W 表示 皇冠 的 重量 ，xw) Mi 分 别 表 示 其 中 爹 与 银 的 重 
Ho RIE W =w, tw. 

(1) RERA W 的 纯 金 并 在 流体 中 称 其 重量 . 3E 2 E B ñ i 
RETIRER. WAF 表 示 这 一 重量 ， 那 么 F, SK E Ez 
重 所 得 的 结果 . 


O == Cem . 


由 此 得 出 结论 ， 重 景 为 mu 的 金子 所 排 开 的 流体 的 重 员 为 如 
F. 
(2) 取 午 基 为 W 的 纯 银 开 进行 同样 的 操作 . 如 果 F, 表示 银 在 
流体 中 失去 的 重量 ,我 们 用 同样 的 方法 得 到 ws 所 排 开 流体 的 重 


tt”, ` 
RAY Fa 


(3) 最 后 , 求 出 皇冠 在 流体 中 的 重量 , 设 屎 为 失去 的 重量 , 因 
而 皇冠 排 开 流体 的 重 报 为 三 . 


得 ! FF 
或 者 w F + rs 了 一 (ro + wF, 
w, F, — F 
因此 w, FOF, 


这 -程序 相当 接近 地 对 应 于 诗 de ponderibus et mensuris CE 
作 二 太 约 公元 500 年 站 中 所 描 给 的 对 阿 基 米 德 方 法 的 解释 . 按照 
这 首 诗 的 作者 、， 我 们 先 分 别 取 两 块 重量 相等 的 纯 爹 和 纯 银 ， 当 把 
ERAK PREHEAT -起 的 重量 ， 这 将 给 出 它们 在 水 
中 的 重 基 与 它们 在 水 中 失去 重量 之 问 的 美 系 . 接 下 来 我 们 歌 金 H 
银 的 混合 及 具有 相同 重量 的 纯 银 ， 并 用 同样 方法 称 其 在 水 中 相互 
EEA EHEH. 

E RER AE Br fE RI Ar a J E qa Ba E E h 28 8 8 E G (V itru- 
vins) A HAG, B| 3E KO EE E pb a T — hH E BRt B a Pk Er HE 
开 流 体 的 体积 ， 这 三 种 物体 分 别 是 (1) Sr f, <2) 相同 重量 的 金 
Z, (3) 相同 重量 的 银子 . Am. AMDA. EERW., © 
舍 着 重 景 分 别 为 w, F ze, 的 金 和 银 ， 

(1) 皇 和 冠 排 开 一 定 基 的 菠 体 ， 设 为 下 ， 

(2) 重 为 W 的 金子 排 开 了 一 定 体 积 的 流体 , 设 为 Vi; 因而 重 


为 mw 的 人 金子 排 开 体 积 为 下，Y 的 流体 ， 
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(3) 重 为 W 的 银子 排 开 - 定 体积 的 流体 ; A Va 因而 重 为 


xe, 


We BR FHEITH N gy ° Va 的 流体 . 


可 以 得 到 Vew Vit w Yo 
由 于 W = zo, 十 Wes 
得 mo YY 


= + 
w V — V, 


这 一 比例 式 明显 地 与 前 面 得 到 的 式 子 相等 ， 即 六. ] 
公设 2 


“ 视 下 述 事实 为 盟 然 , 即 当 物体 在 流体 中 受到 向 上 的 
作用 力 时 ， 这 种 向 上 的 作用 力 是 沿 着 狠 直 于 流体 表 衔 的 
方向 通过 它们 的 重心 的 . ” 


命题 8 


如 果 一 个 国体 星球 体 一 部 分 的 形状 ， 并 和 且 由 比 流体 
轻 的 物质 榴 成 的 ， 若 将 其 沈 入 流体 中 并 使 其 底部 不 接触 
流体 表面 ， 则 固体 将 在 其 轴 生 直 于 流体 玲 曾 这 一 位 置 处 
于 静止 状态 ; 如 果 国 体腔 为 , 使 其 底部 一 边 接 触 到 流体 然 
后 释放 、 则 国体 将 不 会 保持 在 这 一 位 置 而 要 返回 到 其 对 
RUR. 


[这 - - fr gE A ir BH fpE B$ R PDE < Tartaglha> s t F SC IR Æ rh E 
ZA. Eang (Commandinus) 在 他 的 版 本 中 给 出 了 -个 
他 自己 的 证 明 . ] 
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命题 9 


如 果 一 个 固体 呈 球 体 一 部 分 的 形状 ， 且 是 由 比 流体 
要 轻 的 物质 组 域 的 ， 若 将 其 放 六 流体 中 并 使 其 底部 完全 
在 流体 表面 之 下 ， 则 加 体 将 在 其 轴 符 直 于 流体 表 徇 这 一 
位 置 静止 ， 


[这 一 命题 的 证 明 仅 有 残缺 的 形式 . 而 且 这 一 证 明 仅 涉 及 三 种 
不 同情 况 的 -种 ， 即 球体 的 一 部 分 是 大 丁 半 球 的 ， 而 图 形 只 给 出 
了 球体 -部 分 是 等 于 或 小 于 半球 的 情况 . ] 

首先 ， 假 设 球体 的 一 部 分 是 大 于 半球 的 ， 设 它 被 通过 其 轴 与 
地 球 中 心 的 平面 所 截 ; 开设 它 处 于 如 图 所 示 的 静止 状态 , 其 中 AB 
是 平面 与 球体 部 分 的 底 的 交 线 , DE 是 它 的 轴 , C 为 球体 部 分 的 球 
b. O 是 地 球 中 心 . 


D 


LANA 
cS 


| 


— 


L 


设 位 于 流体 外 部 的 部 分 的 重心 为 二 ,在 CC ERLE. E A Ah 
通过 ( 

设 G 为 球体 部 分 的 重心 ,联接 FG. MERK E H, 使 得 

FG: GH 二 《 沉 人 流体 部 分 的 体积 )y : {固体 其 余部 分 的 体 
积 ). 
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联接 OII. 

MEA pEi T Tü PE 2F 55 RRR a BJ 8 Pr ir 3 FO 起 作用 力 ， 流 
PERIA RAGH A EA O II 的 ， 而 球体 沉 入 部 分 的 重量 是 沿 
着 HO 起 作用 力 的 ,由 假设 , KEHEE OI 的 流体 的 床 力 要 小 . 

因此 国体 将 是 不 平衡 的 , 接近 A 的 部 分 将 上 升 , 接近 五 的 部 
分 将 下 降 ， 直 到 DE 重 直 于 流体 表面 时 为 目 ， 


[tl Torelli's Archimedes, p. 364; Hultsch, Metrol. Script. É. 95 an. ， 
and Prolegumena Š 118. 
L2] De architect. K. 3, 
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命题 1 


如 果 一 全 出 流体 轻 的 国体 在 流体 中 处 于 静止 状态 ， 
则 固体 葛 全 与 间 体 积 流 体 盘 量 的 比 等 于 固体 沉 入 流体 部 
分 主任 与 整个 固体 秘史 的 比 ， 


ië (A+) 为 固 栖 ，B 为 沉 入 流体 的 部 分 . 

i (C+ D) 为 具有 相同 体积 的 流体 ,人 C 的 体积 等 于 入 的 体积 
B 的 体积 等 于 五 的 体积 ， 

进一步 假设 线段 下 Ania AHB JR ik, (F+ (Z) 表示 
(CAD W BE. 表示 也 的 重合 . 

ELEA 

(A+B) 的 重量 : CAD HEESE: WHG), (1) 

Ë. AHE WERTERA p W KA Kat [i 5), HH 
五 的 重 基 . 

ERE, ESC. 

Ar. H 《1)， 

CAHE) HER: (C+D) 的 重量 = 二: (F-+G) 

=D: (C+D) 
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=B: (A+B). 


命题 2 


如 果 把 一 个 其 轴 不 大 于 斗 p《〈 这 里 是 生成 抛物 线 的 


主 参数 ) 、 比 重 小 于 流体 的 回转 抛物 面 的 适当 部 分 放 入 流 
体 中 , 让 其 轴 与 铅 垂 方向 倾 娃 任 一 角度 , 并 使 回转 抛物 面 
药 底 不 接触 流体 表 荀 ， 则 从 转 抛 物 面 将 不 会 停留 在 那 一 
位 置 而 要 返 因 到 其 轴 铅 三 的 位 置 . 


设 抛 愧 而 段 的 轴 为 AN. PLAN 作 :平面 垂直 于 流体 表面 . 
设 所 作 平 面 与 抛物 面 交 于 抛物 线 BAB, 1 Dk ER 59 JK 3 T 
BB'， 与 流体 表面 交 于 抛物 线 的 于 QQ 

那么 ， 由 于 轴 AN 与 QQ' 不 重 直 ， 则 B88 与 QQ' 不 平行 . 

作 抛物 线 的 切线 PT 与 QQ' 平 行 ， PP 为 切 点 "1 

[H P #E PV 平行 于 AN, 与 QQ' 相 交 于 WV, 那么 PV ER 
线 的 -个 直径 。 并 且 是 抛物 面 沉 入 流体 部 分 的 轴 . ] 

设 为 抛物 面 B8AB' 的 重心 ,FF 为 沉 人 流体 部 分 的 重心 . 联接 
FC 并 延长 至 五 ,使 五 为 抛物 面 在 流体 外 部 剩余 部 分 的 重心 . 
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A 
LPKM T 
那么 ,由 于 AN= TAC™ ， 
以 及 ANZ Šp, 
能 各 推出 AC>Z- £, 


因此 , 如 果 联 接 CP, MA CPT ARAT, 因而 , 如果 作 CK 
5 PTE, K 3 fE P STZ. 如 果 作 FFL，HM 与 CK 平行 
并 与 PT 相交 ， 它 们 将 各 自 与 流体 表面 垂直 . 

作用 于 执 物 面 沉 人 流体 部 分 的 力 将 沿 着 LF 向 上 ， 而 流体 之 
外 部 分 的 重量 将 沿 着 HM ATF. 

内 此 将 不 会 是 平衡 的 ,抛物 面 将 移动 ,使 BB 上 升 , B FEE, B. 
到 AN FRERE. 

“为 了 比较 的 目的 ， 与 此 及 其 他 命题 等 价 的 三 角 学 将 附加 上 . 

如 上 图 所 示 , 假设 角 NTP 是 轴 AN 与 流体 表面 的 倾角 , J 0 
表示 ， 

那么 ， 把 AN 和 在 4 点 的 切线 称 作 轴 时 中 点 的 坐标 是 


P aa, È 
dcQt 中 s cot0, 


这 里 瑟 是 主 参数 . 
假设 AN= A, PV =k. 
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如 果 有 几 Em F fE TP 上 下 射影 与 工 的 距离 ， x 表示 人 在 
TP 上 正 射影 与 工 的 上 距离， 我 们 有 


=' 一 Leota * cos + Zeot ` sin9-+-&cos0, 


= 一 人 core8 * cosf— Z heosð, 


因此 六 一 z 一 cosg (Ê (eot*g+2) -2 (六 一 有 


为 了 使 抛物 面向 增加 角 PTN 的 方向 移动 , z B 3 T z, 或 
者 说 表达 式 必须 是 正 值 . 

这 将 总 是 对 的 ， 无 论 角 9 的 值 是 和 多少， 只 要 

P 

27 

RAŠ p RYNA] 


命题 3 


如 果 把 一 个 其 办 不 大 于 站 (这 里 p mp, m 


小 于 玉 休 的 回转 机 和 三 的 菠 当 部分 权 入 漳 体 中 EHW 
与 铅 礁 方向 倾 科 一 住 意 角 ; 并 使 其 底 完全 沉 入 流体 中 ; W 
LAER AAE EA T MASSESE EIE RE ES 
位 置 . 


设 抛 物 面 的 轴 为 AN， 通 过 AN 作 一 平面 垂直 于 流体 表面 并 
截 抛物 面 于 抛物 线 BAS, 截 抛物 面 底 于 BNB', 并 截流 体 表 面 于 
抛物 线 的 弦 Qe . 

BA. AFAN 与 流体 表面 不 垂直 ， 则 QQ 与 BB' 不 平行 . 

作 PT AY T QQ' 并 与 抛物 线 切 于 了 设 PT £ NA T T, #E 
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直径 PV 平分 QQ' F V, WA PV wy h $h 30 m w T MI SF 38 P y 
的 轴 . 
设 扣 是 整个 殷 物 面 的 重心 , F 是 抛物 而 在 流体 外 部 部 分 的 重 


那么 . 由 于 ACHE, 角 CPT 是 锐角 , 89 F - -个 命题 一 样 . 


因此 , Ww RIECK EAT PT, K 34 T P 21 T Z h). 而 月， 
如 旧作 五 好 ， 汪 平行 于 CK， 它 们 将 垂直 于 流体 表面 . 

这 样 作用 于 沉 和 部 分 的 力 基 向着 五 M 向 上 ,同时 共 余 部 分 的 
重量 将 沿 着 LF BE ç P Jy ej PJ F. 

因此 抛物 夯 将 移动 直到 AN REAY Ik. 


命题 4 


络 定 一 个 回转 抛物 面 的 适当 部 分 ， 其 轴 AN 大 于 六 
[这 里 p 是 主 参数 ], 其 比 章 比 流体 要 小 , 但 两 者 的 比率 不 
小 于 CAN— Sp)? : AN, 如 果 济 物 而 被 放 入 流体 , 其 办 与 


铅 难 方面 有 性 一 债 角 . 其 底 示 与 流体 表 曾 接 龟 , 抛物 看 将 
不 迟 留 在 闭 一 位 畦 而 要 移动 到 其 轴 负 全 的 位 置 
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E34: @ 


WOW BIL Phi AN， 设 通过 AN H j 9 9 ñi aB Pi BS 3F tí 5 
#h 35 I FH 3 T hh 2k BAR. 与 抛物 面 底 相交 于 BE, 分 流体 表面 
M T hh H ER I QR. 


PT 


IAs WEIR. AN 将 不 与 QOQ' EA. 

作 PT TH F Q< 3E 7 6 32k HDD P. PAI PV 平分 
QQ F V. JEZ PV 是 固体 六 人 流体 部 分 的 轴 . 

设 妇 是 整个 固体 的 重心 , 所 是 固体 沉 人 流体 部 分 的 重心 ， 联 
接 FCEE H, W 她 为 本 体 剩 余部 分 的 重心 ， 


由 于 AN= > AC, 

É AN rz 

可 以 推出 CT 2, 

# CA 上 取 CO 等 于 ,在 OC 上 到 OR 等 于 AO. 
那么 ,由 于 AN= š AC, 

及 AR= Ž A0, 

用 减法 ,我 们 有 


NR- Žo 
即 AN — AR= oc 
3 

或 AR= (AN 2). 


因此 (AN - Tp : AN? = AR: + AN:, 

PA T d k AE Pk M RZ I AUR F ER AR: AN. 

j l. 由 命题 1. BÚ w BJ LE 3 T OU A M r Lj 68 418 PK hte, qü, 
就 是， 等 二 PV ': AN" [ 论 璧 锥 曲面 和 和 球体， 命题 .241]. 

因此 PV? : ANC AR: AN, 

或 PVZAR, 

得 

PF (= 2 PV) £ Z AR 

< AQ 

内 此 ， 如 果 从 口 作 OK RR T OQA, CH5 PF Hi 2 F P t; 
F Z Bj. 

而 及 ,如 果 联 接 CKE, = fE É KCO 与 由 斑点 的 法 线 、 次 法 线 
和 雏 标 构成 的 三 角形 相等 生 相 似 《 出 于 CO 一 去 或 次 法 线 ，KO 
FTER K). 

因而 CK Siir WEHR FÍ, AEE Ë T P B) SR HIT TE 
表面 . 

因此 ， 如 果 通 过 下 、 太 作 平 行 于 CK 的 直线 ， 它 们 将 垂直 于 
流体 表面 ， 作 用 于 固体 沉 入 部 分 的 力 将 党 前 者 向 上 ， 同时 其 他 部 
分 的 重量 将 沿 着 后 者 向 下 ， 

因而 基体 将 不 会 停留 在 它 原 米 的 位 置 而 是 要 称 称 动 至 AN 
REKE AIE. 
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EFA 二 


[这 用 与 前 而 同样 的 记 法 《命题 2 后 的 注 )， 我 们 有 


> — r=cos9 5 Ceot +2) _ (A ËD), 
在 括号 内 表达 式 的 最 小 值 ， 对 二 不 同 的 8 值 米 说 ， 是 
p 2 


对 应 二 AN 垂直 时 的 位 置 ,或 9 本. 因此 只 有 在 这 -位 置 时 是 平 
MBER. 
3 
r (下 一 可 站 
或 如 果 S 表示 辐 体 与 流体 比重 的 比 〈 在 这 种 情况 下 一 所 》， 


SEŽ p/h. ] 


命题 5 


给 定 一 个 回转 抛物 面 的 适当 部 分 ， 其 轴 AN KFZ 
[这 里 p 是 主 参数 ], 其 比重 比 流体 要 小 , 但 两 者 比率 不 大 
+ (4M- (AN—3p)}) : AN?, 如 果 把 抛物 而 放 在 流体 


中 , 使 其 轴 与 铅 泰 方 向 倾 料 任意 角 , 并 使 其 底 完 全 沉 入 流 
体 中 , 则 织物 商 林 会 停留 在 那 一 位 置 而 要 移动 至 AN th= 
的 位 置 . 


设 通 过 AN 垂直 于 流体 表面 的 平面 与 执 物 面 截 于 抛物 线 
BAB'， 截 抛物 面 的 底 于 BB'， 截 流体 表面 于 抛物 线 的 蓄 QQ. 

作 切 线 PT 平行 于 QQ', 作 直径 PV YY. WJ PV 为 抛物 
面 在 流体 外 面部 分 的 轴 . 
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设 下 为 抛物 面 在 流体 表面 外 部 部 分 的 条 心 ,C 是 整个 抛 牺 面 
的 重心 ， 延 长 FC 至 五, 使 五 为 沉 人 流体 部 分 的 重心 . 
如 上 -命题 ， AC. 我 们 洪 着 CA R CO 等 本 二， 沿 着 OC 


ROR $ FAAO. 


那么 AN= AC, 及 AR= AO; 
象 前 面 一 样 ， 我 们 得 到 
AR= (AN— TP 


由 假设 
‘固体 的 比重 ) : ‘流体 的 比重 } 


= (AN:— CAN— TP): AN: 


$ (AN — AR) = AN°. 


因而 
( 沉 大 部 分 ) : (整个 固体 ) 
Z (AN: — AR ANF, 
E ‘整个 固体 ) + :起 出 流体 表面 部 分 》 
PAN : AR. 
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这 样 RAPE AR, 出 此 PVZ AR, 
及 PF ŽAR, 
= AO. 


所 以 , W ËH O E AC 的 重 线 , 则 将 与 PF ST P Bj F Z lj 
BU e a K. 


而 且 ; 由 J CO=5p,CK 将 与 PT EH, Mg Lm tE. 


ERA TS Su A S rB A RE A 身上 ,而 其 他 部 分 的 重量 
将 通过 下 向 下 ; 在 这 两 种 情况 下 方向 都 与 CK 平行 ,由 此 得 到 命 
题 . 


命题 6 


如 昌 比 流体 轻 的 直 扫 物 面 的 适当 部 分 ， 其 轴 AM 大 
Tp, BAM: 才 p 一 15 : 4, ERDERA NAE 


与 铅 生 方向 倾斜 至 其 底 接 触 到 流体 ， 则 抛物 面 绝 不 会 停 
留 在 其 舟 与 流体 表 简 仅 在 一 点 接触 这 一 位 禄 . 


俊 设 扫 物 面 被 置 于 所 述 位 置 ， 设 中 过 轴 AM fÉ Ë T W P m 
的 平面 截 抛物 面 于 抛物 线 BAB' ， 截 流体 表面 于 BQ. 

E AM 上 土 取 忆 使 AC=2CM (或 CC 是 抛物 面 的 重心 , 沿 着 C4 
ROCK, tE 

AM: CK=15: 4. 


因此 AM : CK> AM : $p, 由 假设 ， 因而 CK< A. 

沿 着 C4 到 CO FFP fE KR EET AC 与 抛物 线 交 于 R. 

fE EI T BQ 的 切线 PT, iñ pl PERA PV 平分 BQ 于 V 
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并 与 KR > T. I. 

WA PV : PI=KM : AK, 

ECETIA 

SO S 2 

EÉ CK= TAM = —AC, 
由 此 AK= AC — CK = Žac = AM, 
因而 KM= Š AM, 
所 以 KM— ŽAK, 
由 此 得 


PT 一 > s > PI, 
因 市 PI= Ñ < AV. 
B F EBELA MEM RE b, AE PF-—2FV. 延长 


FC ZI., H Ai HEt J pü Pk >F SB 09 E D. 
作 OL 3 B F PV. 


那么 ,由 于 CO 去 p， CL 必须 与 PT 垂直 , 因而 与 流体 表面 
ER. 

fE I F W b m UL A MEE 38 2 3030 P T TE 9 PK PE BAD 3 A Ë 
沿 着 通过 正和 五 B3E4TT CL 的 直线 向 上 和 向 下 . 
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FR @ 
AGERT AE B 刚好 接触 流 栖 志向 的 位 置 ， 而 六 
须 向 增加 角 PTM 的 方向 移动 ， 
当 点 了 不 宕 WP 上 而 在 WYP 延长 钱 上 时 ,证 明 是 相同 的 ,如 第 
二 个 图 所 未 5 


> 


Da T 


[用 在 268 页 使 用 的 记 法 ， 如 果 底 BB' 与 流体 表面 在 B 点 接 
和 触 RIA 
BM= BVsin8 + PN, 
由 抛物 线性 质 ， 
BV:= (p +4AN)PV 
= phil + coth), 


因而 vph= [pi + Fcoth, 


为 了 得 到 命题 的 结果 ， 我 们 必须 在 这 一 方程 和 下 述 方程 中 消 
ER. 


a! — z= cosh + (È Ceot + 2) — ZQ — bD). 
由 第 一 个 方程 ,我 们 有 ， 
k= h -- v pheotð + cosa, 
或 h — k= vphcotd 一 P cot6, 
因 而 
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z — z =cos0 (Z otf +2} -4 € /Phcotg— #-cotz8) 


=cos0 5a CŽ cot’ t2) -4 V phcotd}. 
Br kI 41k 28 Tr R LER EA. TQ QOH ul A PTM 的 
方向 移动 ， 无 论 8 HEH, Ef S A EAA a S RE FË. 
- y Ža? EE 
因而 《3 ) h< EP 
或 h$] 


命题 7 


#eninwatsassio2, 它 比 流 体 轻 ， 其 轴 AM 
大 于 jp， BAM: 3p<15， 4; sipi IE. 


使得 它 的 底 完 全 沉 入 流体 , 贡 扰 物 面 将 她 不 会 胸 正 在 其 
谱 与 流体 表面 仅 在 一 点 接 艇 这 一 位 置 : 


假设 园 体 被 置 于 其 底 仅 有 一 点 (B) 与 流体 表面 接触 这 -- 位 
置 ， 设 通过 B 与 轴 AM 的 平面 截 固 体 于 抛物 线 BAB' ， 截 流体 表 
面 于 抛物 线 的 芝 BQ. 
ECCERE b, 因此 AC=2CM; 沿 C4 权 CK， 使 得 
AM: CK=15: 4. 


可 以 得 到 CK<+'*?é 


沿 着 Ca4 R CO 等 于 也 户 , 作 KR s T AM 与 抛物 线 交 于 尺 


设 PT 为 抛物 线 的 切线 , DAA P. 且 与 BQ FIT, PV 为 平 
分 BQ 的 直径 ， 即 抛物 面 位 于 流体 表面 外 部 部 分 的 办. 
那么 ， 如 上 一 命题 ， 我 们 证 明了 
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BIALA 


PvæŽrr, 


K PIZ:21V. 
jk F A 81168 b Tp Bü RE DL SF 9826 Eo: 联接 FC 并 延长 
€ H. Ü H MY W DCA WK SSS E D. 


作 OL 8 T PV: 象 前 面 - t, h CO= Te. CL 与 切线 


PT ÆA. W H, F H 15 CL N.4r 0 8 Pk B e KO BD3R PC; H 
JH; pn Eš # Wi Pl — FE48 21 fh sr. 
当 点 了 不 在 WP 上 而 在 VP BE es LH., H RHAN. 


命题 $8 


设 一 固体 的 形状 为 回转 抛物 面 的 适当 部 分 , 其 轴 AM 
AF3p, BAM : 万 p<15: 4, 其 比重 与 流 休 比划 的 比率 


小 于 (AM 一 六 p)? :AM?， 那么 , 如 果 把 固体 置 于 流体 中 ， 


使 其 底 不 与 流体 接触 ， 并 使 其 轴 与 铝 三 方向 倾斜 尾 一 角 
度 , 则 固体 将 不 会 返回 到 其 轴 铅 敌 的 位 置 ,也 不 会 停留 
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电 -全 水 性 过 人 


在 除了 其 办 与 流体 表面 有 所 述 的 一 定 角 赣 以 外 的 住 何 世 
w. 


取 am 等 于 轴 AM. RC E am 上 -点 使 得 ac 一 2cm. W ca Hy 
co ST Dp Wi oc HR or € F-yao. 


E X+Y 是 一 直线 使 得 
(国体 的 比重 》 ， (流体 的 比重 》 = ¿(X-+Y)' : amo, (a) 
并 假设 X=2Y. 


有 — Yao (am zÊ) 
=am— rp 
-AM Š 
=AM 4 P 

因而 ， 由 假设 ， 


(KRY: am Zar’! am’, 
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由 此 得 (XAY) —ar, WM X ao. 
HY oa R ob ZTF X, fF bd S BT a5， 并 使 ba 具有 满足 下 式 
的 长 度 
pd’ = 1 co ab. (8) 


联接 ad. 

BEER A IK. EH AM Sira A P 6 l — fi BF. A 
AME - W FF £ BJ E BL, zjx — WJ eu Wb t E J ph 3pze 
BAR, DK m F 96428 8 Qg. 

作 切 线 PT Fr T QQ WAA P, Ë PV 为 平分 QQ& T V 的 
直径 (或 固体 沉 人 流体 部 分 的 直径 )，PN 为 了 到 AM 的 每 线 长 . 

H AM 取 AQ S£ aa, W OM W OC 等 于 oe， $E OL 3 P T+ 
Pv. 

I. BG 8 OTP RTA dab. 


因此 PN’: NT > db: : þat 

但 PN: NT?— Pr AAN 
= ceo: NT, 

及 dè? : bat = Fco : ab, IA (A) 

因而 NTZ 2ab, 

或 AN< ab, 

由 此 得 NOZ bo( ao = AO) 
=> X. 


H (X+Y) : am (固体 比重 ) : 《流体 比重 ) 


二 (固体 流入 部 分 } : (固体 其 余部 分 ) 


II 


= PV: : AM, 
所 以 X+Y=PV. 
但 PL(= NO)> X 


> ZOX + Y), h T X = 2Y, 
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2 
> PV 
3 P 
_ 3 
或 PV y PL, 
因而 PL PLV. 


& PP 于 取 一 点 五 使 得 PF 一 2FVY， 世 就 是 使得 下 RELI Dü 
人 流体 部 分 的 重心 . 
再 由 AC=ac= am= AM, B M 二 整个 间 体 的 重心 
联接 FC REK E H. 使 H 为 国体 位 二 流体 外 部 的 重心 
自 于 CO=- p. CL 午 直 于 流体 表面 ;因而 通过 天 MN Di 
CL 平行 的 直线 也 三 下 于 流体 表面 ， 但 作用 于 男 体 沉 入 部 分 的 力 
将 通过 所 向 上 ,作用 于 其 余部 分 的 力 将 道 过 H 向 下 . 
因 市 固体 将 不 会 静止 而 要 向 减少 角 MTP 的 方向 移动 . 


[ ,假设 角 OTP 小 于 角 dab, ERRET. RIH FA 
结果 、 


AN ab. 
NOZ X, 
H PV Špz, 
因而 PLZ 2LV. 


W PFE % T 2FV, 使 得 玉 尾 国体 沉 入 部 分 的 重心 . 

象 前 而 过 程 一 样 ， 我 们 证 明 在 这 种 情 次 下 ， 国 体 将 沿 着 增 训 
A MTP 的 方向 移动 ， 

1. "fB MTP 等 于 胡 dab 时， 在 得 到 的 结果 中 相等 代替 了 
不 相等 , 工 自身 就 是 固体 沉 入 部 分 的 重心 ,因此 所 有 的 力 者 沿 -- 繁 
垂直 于 (7 的 直线 起 作用 ; 因而 达到 平衡 ,固体 将 蒂 止 在 记述 位 
FL. 

[用 以 前 使 用 过 的 记 波 

282 


EZL @ 
r- r= cosl (全 (cot"0-F 2) -$ 《在 一点 ) 1 ， 
让 辆 民 内 的 表达 式 等 于 零 就 得 了 平衡 位 置 ， 那么 我 们 有 
Ë ag 2 _. P 
人 cot 0= 3 (h— Ë) >: 


#£ S S Hi A k -方程 的 角 8 就 是 山 阿 基 米 德 所 断言 的 相等 
的 骨 ， 因 为 在 上 述 命 题 沾 ， 


3” 2 3 
bd’ = "ab 
得 
coridab—ub /bd = (Z a=) LI 
命题 9 


设 一 国体 的 形状 为 回转 抛物 适 的 一 个 适当 部 分 ， 其 
轴 AM 大 于 3p， BAM: $p<15 : 4， 其 比重 与 流体 比 
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重 的 比率 大 于 (AMP — CAM— py) : AM2, 那么 , WISE 


固体 放 入 流体 中 . FRASEN- AE. HEHRE 
全 沉 入 流体 中 , 则 若 体 将 不 会 返 句 到 其 轴 铅 垂 的 位 置 , 也 
不 会 停留 在 除了 其 铀 与 流体 表面 形成 与 前 一 命题 所 述 的 
角 相 等 的 角 以 外 的 任何 位 置 . 


Hü am ZT AM, fE am L HR #ac=2cm_ Heca Hü co 等 于 方 


A. WA ac HR ar 使 ar= Š ao. 
设 XHY P 398 ÉE F ó KB B 28 Ez. 
《上 闭 体 比重 ) + (流体 比重 ) — (lami (XY) : am, FF 
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AR 


= AM — Šp. 
Bm. h 2. 
am” — arti am” lam — (X HEY! : Gam, 
由 此 得 X +Y<uar, 
因而 Kao. 


取 ob OBA oa) % J X, fE bd RAT ba 并 使 其 具有 满足 下 
s IT BE 

| b= eo - ab, 
联接 ad. 

假设 固体 被 置 于 如 图 所 示 的 位 置 ， 其 轴 AM ERM. ë 
通过 AM 未 直 于 流体 表面 的 平面 截 固体 于 抛物 线 BAB' ， 截 流体 
KATT. 

设 PT EFI F QQ 的 切线 , PV 是 平分 QQ' 的 直径 《或 抛物 
面 位 于 流体 表面 以 上 部 分 的 轴 ]7，PN 是 也 到 AMHER TK. 

1. RRA MTP KTA dab, 2 AM mA — HER TC NO 


使 得 AC=2CM, oc=}}, 相应 于 AM, am 也 被 相等 地 划分 ， 作 


OL k HOT PV. 
那么 ， 如 上 一 -命题 -- 样 y 我 们 有 ， 
PN’: NT >d : ba, 


由 此 得 cot NT Feo : ab 
因而 ANZ ak. 
得 NO bo 

=> x 


WB, H-+ B 6 t5 3 H. k e T 8 KUU A Bb y E 
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个 国体 之 比 ， 
AM: — (X + Y 2: AM = AM PV:: AMË, 
A (X + YP: AM = PV”? : AM. 
tB, a Re X4 Y— PV. 
H PLOR NOY X 
> pv, 
所 以 PL 2LV. 


# PV ERF Wis pr PPV. JE 2 F Ett Toit # Uí 
以 上 部 分 的 重心 . 

局 是 整个 固体 的 重心 , 联接 FC 并 延长 至 五 , H AAY 
和 人 流体 部 分 的 重心 . 


那么 , HU F CO= a, CL RT PT 和 流体 表面 ; 作用 于 轩 


体 沉 人 部 分 的 睛 洛 着 通过 五 平行 于 (CC 工 的 直线 向 上 ， 同 时 固体 其 
REREN E YT EL 的 直线 向 下 . 

因此 园 体 将 不 会 静止 而 是 要 向 减少 角 MT P 的 方向 移动 . 

1. 与 上 一 命题 完全 一 样 , 我 们 可 以 证 明 , ERE MTP 小 于 
fü sap， 则 固体 将 不 会 停留 在 原 位 置 而 要 向 增加 角 MT P 的 方 回 
移动 . 


B 


1. 如果 角 MTP 等 于 角 ae， 那么 国体 将 静止 在 那 -位 置 ， 
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因为 和 天 将 重合 ， 折 有 的 力 将 沿 着 --- 条 直线 ( 工 起 作用 . 
命题 10 


设 一 固体 其 形状 为 回转 抛物 面 的 适当 部 分 , 其 轴 AM 
的 长 度 满足 AM : p>15 : 4, 假设 固体 被 放 入 具有 有 较 大 


比重 的 流体 中 并 使 其 燕 完全 位 于 流体 表 秆 以 上 ， 来 故 究 
国体 的 静止 位 置 . 


《初步 的 )， 
假设 抛物 面 被 通过 共 轴 AM 的 平面 截 于 抛物 线 BAB., AE 
底 于 BB. 
EAM LE C h AC=2CM, WO CA WR CK 使 得 
AM: CK—15 : 4 (a) 


TÈ, HEH, CK>- p. 


BENI CA R CO STP. 在 4M 工 取 点 及 使 得 


因此 ， AR SAM— MR 
-3 e 
= LACCO) 


3 
= AO. 


联接 BA, fE KA, EAT AME BA + A... EJr BA fT A: 
W: A.M... A.M, W-4T F AM 分别 交 BM + Me, Ma 

分 别 以 AM, A;M; 为 轴 作 相似 于 抛物 线 BAB, BS 0 i. 
《由 相似 三 角形 ， 可 以 得 到 BM 是 以 4;M; 为 轴 的 抛物 线 的 底 ， 
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BB; EHA AM: 的 抛物 钱 的 底 ， 这 时 BB,= 2BM,. ) 
那么 抛物 线 BAB: 3Wj8 ph C A. 
[AH BM, : M.M = BM, : AK 


=KM: AK f 
= (CM+CK) : CAC-.CK) 
= +$) AM: (一 去 ) AM 
=9: 6 (O) 
=MA: AC. 
Aeh MAR RAE 4 058, C 在 抛物 线 BAB: E. ] 
而 且 ， 如 果 从 O 作 垂 直 于 AM 的 直线 ， 则 直线 将 交 抛 物 线 
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BAB, 于 两 点 ， Qo Po E Q QQ. Miil Q: ir F AM 的 直 
线 , 分 别 诡 扫 牺 线 BAB, BAM T QQ BM T Dii PPP: 
为 通过 P, 平行 于 AM 的 直线 . 设 过 Po Q, 的 抛物 线 的 切线 分 别 
交 MA EEATT., U. 

那么 ， 由 于 三 条 抛物 线 是 相似 的 而 且 处 于 相似 的 位 置 ， 它 们 
的 底 处 于 相同 的 直线 上 ， 且 具有 -个 共同 和 的 端点 ， 还 和 让 于 
QQ 是 三 条 抛物 线 共 同 的 直径 ， 可 以 得 芭 

QQ : QQ = CBB : BB) - (BM : MB. YI 


得 B,B, : BiB= MM, : BM HI 2 BE) 
=2:5 HEMD 的 方法 

+H BM: MB.—= BM: QBM, — BM) 
= 5 : (6 — 5), H (8) 的 方法 
= 5 + 1 

可 以 得 


QQ, : 2:9, = z: 1, 


或 Ge 一 | 
P.P, = 2PoP | 
而 且 , 由 于 MR= CO = Åp, 
AR= AM — MR 
_ 3 
= AM 3 P: 
《确切 地 表明 ) 
如 果 钝 牺 面 部 分 被 放 人 和 人 流体， 其 底 完 全 在 流体 表面 之 上 ， 那 
£ 


CI) 如 时 
(固体 的 比重 ) © “流体 的 比重 ) Z< AR: AM 


[过 Ca 一 Sp) : AMD» 
则 固体 将 静止 在 其 轴 AM EAE, 


O TEVEZ. 


CI) 如 时 
CHEE) ; (AEE) SAR AM 
IH>Q Q : AM, 

BI [i Pk 38 À< 2 ÉE t JK 553 Wa PK E i fE — x E h £ — fu W: BF 
iF. WE Wë # FK A Ej WE k I E [£ JE s B bk FL. JE gi t j i PF a ru 
成 太 十 (的 角 时 静止 ; 

CI.a) 如果 

《固体 的 比重 ) : (流体 的 比重 ) —=GQ Qi: AM, WE A 
止 并 停留 在 共 麻 与 流体 表面 仅 在 一 点 外 接触 日 其 加 与 流体 表面 成 
等 十 UU 的 角 这 一 位 置 : 

CE. 5) 如 果 

《国体 的 比重 ;流体 的 比重 ) = P,Ps : AM. 则 固体 将 静止 
在 居 底 与 流体 表 部 仅 在 -- 点 处 按 角 日 其 加 与 流体 表面 倾斜 -等 于 
T HRR :位 置 ， 

(N.O Wm 

(固体 的 比重 ) : (流体 的 比重 } >P : AM, 

但 二 Ge AM, 
则 辕 体 将 静止 并 停留 在 其 底 更 多 地 沉 人 流体 的 位 置 ; 

(V.) 如 果 

《 固 迟 的 比重 ) : 【流体 的 比重 ) <P r AM. W 
止 在 其 轴 与 流体 表面 丑 斜 -- 小 于 了 | 的 角 且 其 席 不 与 文体 表面 在 
-点 接触 这 -位 置 . 

VE BH 

CIO 由 于 AM> P. B 


(国体 的 比重 ) : 《流体 的 比重 ) X CAM— p: AM, H 


命题 4 可 得 固体 将 处 十 其 轴 铅 重 的 稳定 平衡 状态 . 
(1) 在 这 种 情况 下 
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Z: O 


《国体 的 比重 ) : 《流体 的 比重 SAR: AM: 


假设 两 者 的 比率 等 于 
Ë : AM, 

BJ ZAR fR>Q.Q.. 

在 两 条 抛物 线 BAB, BPOM Zl PVST ¿ B3F 47 T 
AMU, i PV' 交 中 间 那 条 担 物 线 于 五. 

那么 ， 用 如 前 相同 的 征明， 我 们 得 到 

P'F'=2F'V 

设 产 了 为 切 于 产 的 外 抛物 线 的 切线 , 交 M4 于 了 , W P'N' 
为 产 的 纵 标 . 

联接 BV ERER ARTO, OQ: EPY F 


tH FAAA E AE TH l u E M R E BM, BB, Ætl 
-E2 Eo BV', BQ' 是 由 与 富有 相同 的 角 作 出 的 ， 
BV' : BQ'= BM : BB, š! 
=1 : 2, 
因此 BV'=V'@Q'. 


O =m 


E ë 8: 9k A Wi 1k ñu hh 3 EL SB 2y , E Bh t; Sir s Jy B| i lh — fH BE. 
其 底 与 流体 表面 仅 在 - ABRA, 设 固 体 被 通过 其 轴 且 重 直 于 流 
体 表 面 的 平面 所 截 , 设 平面 与 回 体 相交 于 抛物 线 BAB, 与 流体 下 
面相 交 于 BQ. 
P: 


M 


YN |, 
N 


如 前 所 述 , 在 AM EER C, O. 作 平 行 于 BQ 且 与 抛物 线 切 
+T P BS SER SE AM F T; W PV 为 平分 BQ BJ B £ (Bl LPK SUA 
流体 部 分 的 轴 ). 

BE Z 

P: AM 一 (固体 比重 ) : (流体 比重 ) 
一 《固体 沉 和 部分) : (上 整个 固体 ) 
= PV: : AM:, 
HJ P'y'=i=PV. 

因此 在 两 个 图 形 中 的 部 分 , mr BFPO., BPO, KW 3 H 
相 做 的 . 

因 面 ZPTN= ZP'T' N'. 

E AT=AT', AN=AN', PN=P'N'. 

在 第 一 个 图 中 ，P'1<21VY.. 
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因而 ， 如 果 在 第 C TE E OL 垂直 于 PV, 
PL=<2LV. 
在 LY FR F 8 PF= 2FV, EI F AE ui A W£ Dk BE sr 
的 重心 ,C 是 整个 固体 的 重心 ， 联接 FCEE H, W H `M 
Pk tuz J W Pk E m 2 #F BE 2 FJ E U. 


出 于 co=+>, CL S P 点 的 急 线 及 流体 表面 垂直 . 因此 ， 


如 前 ,我 们 证 明了 辕 体 将 不 会 在 B 接触 流体 表面 处 静 绰 ,而 可 向 
F fh PTN 的 方向 移动 . 

因此 , 在 静止 位 置 , H AM 15 M ES 3 WE g B) fü Z 38 E FL Q, 
的 切线 与 AM 所 形成 的 角 要 大 . 

(H.2) 在 这 种 情况 下 

(固体 的 比重 ) : (流体 的 比重 ) SQQ: AM. 

设 抛 物 面 补 放 人 流体 中 ， 其 底 不 与 流体 表面 接触 ， 其 轴 与 铭 
Ey iR- J E. 

变通 过 AM s Ë J S K # IH 69 3 IBU 8& Pà o T Ph 2 #& 
BAB, #30UIOR ART QQ'， 设 PT 了 为 平行 于 QQ’ 的 切线 ，PYV 为 
平分 QQ WB, PN APA AM BUSA Sa. 

如 前 用 点 局 ，O 〇 划分 AM. 

在 另 一 个 图 中 , Ë Q N E Q, WAI BIE BQ HEE hi 
物 线 于 9， 那 么 BSQ AUE QU 与 Ba 平行 ， 

QQ AM = (固体 比重 ) : {流体 比重 } 

= (HEARD) : (整个 固体 } 
= PV° : AMP. 

Wm QQ PV; Hm OPO , BQ q 体积 相等 , 其 中 -一 底 
gp B, Hna- REAT, Q FAR AHE BEJ. 

可 得 QQ' 5 BP [a] By fq FA B. Bg. 

因而 ZU<—ZPTN, 

AE AN SAN, 


293 


@ =m 


国 而 N'O (QQ) < PL, 
这 里 OL 垂 直 于 PV. 
由 于 Q. QQ 二 2QzQ1， 可 以 得 到 
PL=>2LV. 
N ii Wl Kk C A WE ED F EO P L ZE, Ei i, CL 
294 


FL Sas. 


E 53 38; DK E Ay- 

#E E FC 2 JI, Bh H HIE EW KRE OO P Or. RAJI 
道 向 体 必 须 沿 善 减少 和 角 PT 的 方向 移动 ， 直 到 底 工 -点 召 刚 好 
接触 到 流体 表面 为 卡 . 

这 种 情况 下 ， 我们 将 有 BPO 部 分 相等 旦 相似 于 BO. 部 分 ， 
角 PTN MORE T fg U. AN 将 与 AN HS. 

因此 在 这 种 情况 下 . PL=2LV. F, LEG, Nm F, C. H 
都 在 - 铅 答 直线 了 上 上. 

内 此 抛物 面 将 停留 在 其 底 土 -点 B 5 WG k k IR Rë bJ Dy B, 
r 3 BH 1 Tü Uk K WY 5 38 F U KA. 

《下 .5 # HEE) : (流体 比重 ) =P P: AM 的 情况 
下 ， 我 们 可 以 用 同样 方法 证 明 ， 如 果园 体 被 放 入 流 栖 ， 使 共 轴 与 
铅 重 方向 倾斜 ， 其 底 不 与 流体 表面 接触 ， 则 尚 体 将 提升 并 静 上 下 在 
EKAA :点 与 流体 表面 接触 这 -位 置 ， 且 其 畏 与 流体 表面 形成 
-等 于 了 Ch. 288 页 图 ) AA. 

(N) 在 这 种 情况 下 

(固体 的 比重 ) : (流体 的 比重 》 ZP Pi: AM: 

f< QQ AM. 

假 没 比值 等 于 产 : AM, M| KT P.P. IB T Q.Q.. 

m PV' 于 抛物 线 BP Q, 与 BP Z [3] , PVF K 
平行 于 AM. W PV h EAR T F', w OQ,P, T I. 

联接 BV'j3E E E E H 5; 236936 T q. 

那么 ,如 前 .BV '— V'g ,相应 地 ,过 瑟 的 切线 已 本 平行 于 Bg. 
设 PN OY PARISA. 

1. É k bh b Bi a A i rh, PL RB 1 de Bi si $) ERRET 
流体 表面 接触 的 位 壮 . 

设 通 过 AM EA T W W É BL) 3 BL a Db 2 I T Sh 35 #à 
BAB., 83MLIKOK LT QQ'， 设 PT 为 平行 于 QQ 的 切线 ，PV 为 
平分 QQ KHI. WAE AM JER C. O, #E UL 焉 直 于 PV. 
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那么 ， 如 前 ， 我 们 有 PV 一 1 二 PY. 
HRH ERa BP'a 与 QPQ 有 相等 的 体积 ; tH If; nf J, 48 21 
QQ' 与 BB' 所 成 的 角 小 于 角 B, Ba- 
因而 ZPT N'ZZPTN., 
因此 AN Z>AN, 
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所 以 NO>N'O, 
即 PL P'I 
>PF', 

因此 PP 世 2727， 所 以 固体 沈 人 部 分 的 重心 天 位 于 工 和 王立 
间 ， 同 时 CI Æ A Ft M. 

那么 如 果 我 们 延长 FC = H, të H 为 固体 在 流体 表面 以 外 部 
分 的 重心 ， 我 们 证 明了 固体 将 不 会 静止 而 要 向 减少 第 PTN 的 方 
向 移动 . 

2, 其 次 设 扫 物 面 被 放 入 流体 中 ,其 底 仅 与 流体 表面 在 -- 点 二 
处 接触 ， 设 构造 如 前 ， 

那么 PV=P'V', 且 RPQ 部 分 与 BP'g 部 分 是 相等 耳 相 似 的 ， 
所 以 


LPTN= ZPT N' 
得 到 AN=AN', NO=N'O, 
因而 P'i= PL, 
得 PL=2LV ， 


因此 下 又 位 于 P 和 二 之 间 ， 如 前 ,抛物 面 将 向 减少 角 PTN 
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的 方向 移动 ， 即 其 底 将 更 多 地 沉 人 流 协 中 ， 

OO 在 这 种 情况 下 

《国体 的 比重 ) : (流体 的 比重 ) < P P; AM. 那么 如 果 比 
BEFFE: AM, PP EPV TRES BP Q, 5 EPQ 之 
间 使 其 长 度 等 于 41 且 平行 于 AM, i PV' 交 中 间 搜 物 线 于 E, X 
OP, FI. 

联接 BV' 并 延长 使 之 交 外 抛物 线 于 g, 那么 . 如 前 ，BV' =V" 
q- DR PT" RES T. Bo. 


1. rh n Bi k A ML Dk. BEHURA S RUK K m Ti SA T Ba. 

设 通 过 AM s Ñ T BN Ek $ L BS w- aR Dh 9 Tr T Mñ 90 #ë 
BAB. RHAH F BQ. 

作 通 党 的 改造 ， 我 们 发 现 


PV =/=P'V', 
R. BPQ 部 分 与 BP.q SÉ y E: B EL HL BJ. 
因而 ZP TN=ZPTN', 
K AN=AN', N'O= NO. 
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因而 PL=P'I, 

由 此 可 以 得 到 PL<2LV. 

因此 固 此 沉 人 流体 部 分 的 重心 下 是 在 工 和 VV 之 癌 , 同时 CL 
是 垂直 于 流体 表面 的 . 


延长 FC # H, 使 瑟 为 固体 位 于 流体 表面 之 外 部 分 的 重心 ， 
如 通常 那样 ， 我 们 可 以 证 明 固 体 将 不 会 静止 ， 而 是 要 向 增加 角 
PTN 的 方向 移动 ， 所 以 其 底 森 会 与 流体 表面 接 租 . 

2 无论 如 何 ， 固 体 将 静止 在 其 连 与 流体 表面 形成 小 于 了 ;, 的 
角 的 位 置 . 

因为 设 固 体位 十 角 PTN RAFT HiH. 

那么 ， 用 与 前 面相 同 的 构造 ，PVY 二 /一 PV 


HEF ELTELT, 
ANPAN,, 
因而 NOS N QO, XR PIN EP #| AM BJ £ S. 
因此 PLS P Pes 
但 P P,>P' E, 


因而 PL> PV. 


FR A I Ku A SE y BJ OU F WO PA L y. 
W jt B Kris p p i PT N 的 方向 移动 直到 角 小 于 7，， 


[如 前 ， MW x. = 9] OR T AC, 下 在 TP LERE HE 
我 们 有 


z r=cost (5 (cot28+ 2) -4 (Akl, (1) 


这 里 h 一 AM, k— PV 
MH, MAS BB' 与 流体 表面 在 一 点 B 妊 接触 ， 如 命题 5 后 


的 广 ， 我 们 进一步 得 到 ， 


VPE— v PE +Šcot6, (2) 
X 一 二 VP hcot0— 人 cot’6. a) 


Am. ATRIA H0 ZNKR., DE? Æ D 刚好 接触 流 
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体 表面 这 - F Ww E BIS o E a e Bi 098 5 8. WA 
去 去 并 使 (1) 式 为 零 ; 因此 


£ org+2) -5 € V Phcorb— Zeod) 一 0， 
或 5pcotð— 8 v pheotð-+6p=0. (4) 
日 的 两 个 值 由 下 述 方程 给 出 
5#cor0=4 v h + /l16h—130p. (5) 


较 小 的 人 对 应 于 角 已 ， 较 大 的 值 对 点 于 角 了 工 ， 在 阿 基 米 德 命 
题 中 ， 辐 样 可 以 如 上 证 明 . 
以 阿 基 米 德 的 第 “个 图 中 《第 288 页》 我们 有 


-2 
AK= h, 


3 5 
3p dh E 
5 《15 7? 
加 果 P P,P, % BM 于 D'， 可 以 得 到 


MD 


MD wp M.M, 


jap 4h P 1 
= (5 g Ly v Ph, 


K MD = MM: F MD 
mp |- EM, 
— 2 3p Ah p 
一 二 y ph F 5 CE D7) 
由 抛物 线 的 性 质 ， 


cotU = 2MD/p, 
cotT,= 2MD'/b, 


sp h Py 


U 
` £ = a 
斯 以 ct 了 | 25 ÈA 于 N 5 “15 2 u 


2 
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IU | 
或 5 V Pcot| > |= 4 “h + vi6h — 30p, 


与 于 面 的 结果 0 相符 . 

为 了 找到 对 应 的 比重 之 比 , wR, RITADE (2) 和 
(5)}， 并 用 六 和 pp RER 

用 包 会 在 (5》 中 的 cot8 HEREDI C) PH coth, 


vv 下 = sh — 5u Sh + VI — 30p) 


3 VA 工地 一 g “16A 一 305, 
MAYI RIEA, 
3 3 
k= ssh — P T s= h Cl6h — 302). (6) 

*e j 48 Wa T 8 U, S KA XE T fi T A Y 5634 BE 3 #8 
的 结果 ， 我 们 需 简要 地 表明 二 的 两 个 值 分 别 等 于 Q Qa P P. 

容易 着 出 

QQ SA2 MD /p+2oM Dp, 

PiPs=h /2—M ipM D / p, 

因而 ， 使 用 上 面 找到 的 MD, MIY., M.D. MD Ht., 我 们 


# 
Ql A 3 h P, T Bh Ah _ P 
pP 2 5 15 2° 50 5 BN GT? 
13 


75” Stt 


PK pK e Pim (6) kanm, k 的 值 . ] 


TE i1684 — 30), 


OJ - -证明 的 其 余部 分 在 塔 尔 塔 利 亚 的 版 木 中 荐 空缺 的 , 但 在 由 康 曼 弟 
努 斯 所 补充 的 注 中 给 出 . 

21 省 于 这 里 很 设 的 :个 地 物 面 基 一 部 分 重心 的 确定 强 有 出 现在 更 着 的 阿 
基 米 德 的 著作 中 , 也 没有 出 现在 任何 其 他 希腊 数学 家 的 著作 中 , 看 起 米 似 于 
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E th Pt 35 PE ë Á ATAT ERA t IE CP BEN a. 
EST 这 陈述 的 真实 性 很 容易 从 次 法 线 的 性 质 得 到 证 明 . ESIL P 的 


RR SET G, AG 将 大 于 二 ,除非 站 线 是 在 过 顶点 A 处 的 法 线 这 种 情 队 ， 


而 局 -HARA i BAHE ANTEE. Alt, P E Ala] 
于 4 的 -点 ,24C 总 是 太 丁 4Ci 并 且 思 十 了 PC ENS f, WMA T PC 必须 是 
锐角 ， 
[4] 我 们 洲 有 有 得 到 世 含 这 一 合 题 的 证 明 在 内 的 著作 的 有 暗示 ,下 面 是 比 罗 伯 
特 森 (Robvertson》 的 证 明 雪 短 的 一 个 证 明 邮 陶 屁 利 版 的 附录 )， 
W BQ r AM E FU, Ë PN EA P Bi AMAI. 
RLETI PV AKEP KM., 5393 J H iA (PV - AK- PF + 
KM) KEREP. 
PV» AK—PI- KM - AK PV—(AK— ANYCAM— AK) 
—AK:— AK (AM—AN—PV) AM + AN 
=AKš— AK UMAM» AN 


(H + AN = AT). 
UM: BM=NT: PN, 
因而 UM: Pe AM=1AN:: P'AN, 
WI UM 'S4AM' AN, 
T z 
或 AM- an=" 


r z 
所 以 PV AK- Pl* KM =AK:— AK * Ut M 


My, 
因此 (PV + AK— PI * KM) AS BE 5. 
i5] SARAKE, h A (Torelli), E (Nigger), fn Wë iA 58 
【Telberg) 给 出 的 图 形 者 是 不 正确 的 ,因为 他 们 部 把 我 称 之 为 了 的 点 放 在 BQ 
上 而 不 是 WP RK F. 
[5] 这 一 结果 是 催 定 鸭 而 没有 证 明 , 议 峰 很 容易 从 求 革 抛物 线 的 面积 ) 中 
的 命 类 5 排 伦 出 来 ， 它 可 以 证 明 如 个 ， 
B ka. HF AA.A.B R- -条 直线 , H HW W Ji AN= AT GX M PT 
E P ARH. PN EARO, HAW SAH, HAREE B sa PF M H SR B) 


= {AK— 
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切线 也 是 其 余 丙 条 抛物 线 的 切 于 旦 点 的 切线 . 
由 所 5 引用 的 命题 ， 如 Rh 延长 交 切 线 BT + E, 
EQ, : QD= BD : DM, 


由 此 得 EQ, : ED= BD : BM. 
类 似 地 EQ, : ED= BD: BB,, 
及 EQ : ED= BD: BB, 
前 两 个 命题 等 价 于 
EQ, : ED = BD - Bh, : BM » BB,, 
H EQ, : ED = BD - BM: BM .B88,, 
kul. Ë 
QQ: ED= HD + MB, : BM + BB,, 
类 们 地 QQ: ED= HBD + RB: BB,. BR, 
得 QQ : Q,Q,= (B,B, : B.B) - (BM + M B,D, 


[7i 阿 基 米 德 没有 给 出 这 一 问题 的 解释 ， 介 可 补充 是 下 . 
设 BR Q, BRO, 是 两 条 相似 其 处 于 相似 位 置 的 其 席位 于 同 一 直线 上 的 
Bak. Ú BE 是 切 于 瑟 点 的 两 条 抛 物 线 的 共 何 切线 ， 


候 设 问题 已 解决 ， 设 ERRO 平行 于 轴 ， 交 抛物 线 于 R, Re % BQ; T 
O, ÆRE RR, $F. 
那么 ， 如 通常 那样 RIA. 
ER, : EQ = BO: BQ, 
= BQ > BQ. : BQ. * BQ, 
ER: EO = RO i BQ, 
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EFAIL 二 
一 上 DO + BQ. : BQ, PBR. 
MWM. 

BQ, * BQ, 
Ws 
REAN. Hte BO : OE EDAN. Am BO sk OE? nj PA Te 91 A mi O tE 

可 找到 . 

[RD 为 让 证明 这 -一 点 ,如 上 图 所 示 ; 假设 BR. 延长 与 外 而 的 抛物 线 交 
+ Rs. 

如 前 ， 我 们 有 有， 


RR, i EOS BO + Q. Q: : BQ HOG 或 FOr OE = - 


ER, : EO= BO: BQ. 
ER: EO HO: BQ,. 


由 此 得 ER, : ER= BQ, : BQ.. 
# T R, 是 外 面 抛物 线 内 一 点 ， 

用 同样 的 方法 ER: ER — BR): Bh,, 
因此 BQ, : BQ, = BR, : BR,. 
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引 理 集 - 一 一 一 - 


命题 1 


MOISEPRIERG1D3 A, 并且 BD. EF 分 出 是 它们 的 坦 科 
县 互相 平行 ， 则 ADF 是 一 间 线 . 


[K X. uE H i HI F Lë ñ € ATAR E k — TE Sk 
情况 ， E RAMT. 这 也 适 侣 一 般 的 情形 . : 
设 口 ,分 别 为 两 圆 的 辆 心 , 连接 CC Yeo K E A, 和 作 DII ¥ 


行 于 AO R OF FPH., 
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由 于 OH = CD = CA, 
JË H OF= QA. 
M10845 HF= CO = DH, 
因此 ZHDF= ZHFD. 


于 是 三 角形 CAD 5 HDF 部 是 等 腰 三 角形 ， 并 且 第 三 个 角 
ACD., DHF 相等 ,因此 这 两 个 三 角形 的 其 余 角 是 两 两 相等 的 , 并 
H 

ZADC= Z DFH. 
在 等 式 两 端 分 别 加 角 CDF， 则 有 
ŻADC+HZCECDF = ZCDF4 ZDF1H 
= 《两 直角 ). 
所 以 ADF 是 一 直线 . 
问 理 可 证 两 圆 媳 相 切 的 情形 1] 


命题 2 


设 AB 是 一 个 半 贺 的 直径 ,并 且 过 B 的 切线 与 过 该 半 
渍 上 任 一 点 口 的 切线 交 玫 了， 如 果 作 DE EBE Z AB. B 
AT 与 DE SE F, W 
PDF 一 FE. 


延长 AD + BT 33 H. W 
和 ADB R PL f JA # BDH 也 


是 直角 ,并 日 TB 与 TD 相等. T 
Alt T Eii D EU BH 为 
H EROE [B] 89 t. A E B 


从 而 HT =TB. 
并 月 ， 山 主 DE 与 HB Y-4T, WAA DEF = F K. 
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命题 3 


设 疡 是 底 为 AB 的 一 往 瑟 形 上 任 一 点 ,并 县 PN EE 
于 AB, EAB FU D SSS AN 一 ND， 如 果 PORSI 
PABA, HAES BQ. M 8Q 与 BD 相等 后 . 


A N D B 


连接 pA. PQ, PD. DQ. 
Mh F PA 与 PQ 相等 ， 从 而 有 


FPA= PQ. 
但 是 ， 由 于 AN=ND， 且 N FM k BUOE,. 
所 以 PA=PD. 
因此 PQ= PD, 
#A ZPQD= Z P DQ. 


HJ A, P. Q, BHM, 
ZPAD + ZPQB= (MHA), 


所 以 人 PDA 二 PQB = (W Ñ fB) 
=ZPDbA+ ZPDB. 

从 而 ZÉZPQR= ZPDRB; 

并 且 ， 因 为 和 POD 5f PDQ 相等 ， 

所 以 ZBQD= Z BDQ. 


E BQ=BD. 
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命题 4 


.如 果 AB 是 某 个 半圆 的 直径 , N 是 AB 上 任意 一 点 ， 
在 该 国内 画 出 分 别 以 AN. BN 为 直径 的 两 个 圈 , 以 这 三 个 
半 圆 的 画 箭 所 闻 成 的 图 形 是“ 陪 基 米 德 所 称 的 一 个 
appoi”, 并 县 它 的 阐 积 等 子 以 PN DEBDE., 2E 
PN BEF AB HIB- TEEF P. 


因为 AB? =AN'— NB +2AN » NB 
~—AN:— NB+2PN:, 
但 是 这 些 全 (或 半圆 》 之 比如 同 它 们 的 半径 “或 直径 } 的 平 
方 之 比 . 
因此 
《AB 上 的 半圆 一 (AN 上 的 半 图 ) + (NB ERAD 
十 2 (PN LKA). 


A N B 


TE, DL PN 为 直径 的 图 等 于 以 AB 为 直径 的 半圆 三 去 以 
AN 及 NB 为 直径 的 两 个 半圆 之 和 ， 即 等 于 apBrXos 的 面积 . 
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命题 5 


设 AB 如 蘑 个 举 加 的 羡 径 ; C 是 46. 上 任意 一 点 ，CD 
TEF AB, 在 该 路 内 人 分 着 以 AC. CB PENEN, M 
RE CD 的 两边 一 簿 个 外 分 别 与 CD REHMAN 
个 相 切 ， 则 这 两 个 园 相 等 . l 


设 其 中 一 个 圆 与 CD 相 切 于 EE, 与 48 上 的 半圆 相 切 于 让, 
与 AC 上 的 半 贺 相 切 于 G. 
画 出 该 圆 的 直径 EH, W| EIT EB T CD, MAMET AB. 
EFH, HA R FE. EB, B 3 EH 与 48 平行, 由 命题 1， 
FHA, FEB 都 是 直线 ， 
同 理 可 证 AGE, CGH 也 是 直线 ， 
延长 AF 交 CD 于 D, BEK AE 交 外 面 的 半圆 于 IT， 连接 
BI, ID. 
因为 角 AFB 5 ACD 是 直角 , AD 与 AB 分 别 是 过 8B 5 D R. 
3 F E 的 两 直线 的 矢 线 ,因此 ,由 垂 吓 三 角形 的 性 质 知 , AFE 垂直 
于 B, D 的 连 线 . 
但 是 AE RATE, MA BID 是 直线 . 
因为 G、 了 处 的 甫 都 是 直角 ， 所 以 CC 五 平行 于 BDPD， 有 从 而 
AB: BC =AD : DH 
—AC : HE, 
因此 AC. CB= AB - HE. 
同 理 ， 车 4 是 荔 一 个 圆 的 直径 ， 可 以 证 明 
AC. CB=AB + d. 
故 有 a 二 HE， 即 所 画 二 图 相 等 "1 
[正如 一 位 阿拉 伯 教 育 学 家 阿尔 卡 乌 甸 CAlkauhi) 所 指出 的 那 
样 ,该 命题 可 以 陈述 为 更 一 般 的 情形 ， 如 果 在 AB EDS TS C, 
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JEE A 


A C B 
DRE- h C, MO EPI AC. BD 3 B 6 WBS TE BL, JF H A #E 
AB BJ PF C HEER, MER 4" F || J 82 3, BE Z tp 81 8 Rohi Wi 


个 六 项 相册 所 咖 出 的 两 个 贺 相 等 ， 共 证 明 不 难 由 类 似 的 方法 给 
th. ] 


命题 6 


设 某 半 男 的 直径 AB 在 C 处 被 分 割 , EE AC AC 


[或 以 任意 比率 ]. 在 已 知 半 回 内 国 出 分 别 以 AC, CB 为 站 
0908 TEB, 夭 画 出 与 三 个 半 惠 均 相 切 的 一 个 贺 , 如 果 
GH BEENA., HH GH 5 AB XR: 


设 GH 基 该 圆 的 直 答 , GH 与 AB 平行 ， 且 该 图 与 48, AC， 
CB 上 的 半圆 的 切 点 分 别 为 D, E, F. 

连接 AG, GD 与 BH, HD. WH 1, AGD, BHD 者 是 
直线 . 
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F, AEH, BEG 5 CEG, CFH 也 是 直线 . 
设 AD 交 AC 上 的 半圆 于 J，BD 交 CB 上 的 半 贺 于 版， 连接 
CI, CK 分 别 交 AE, BF T L, M, 并 且 迁 长 GL, HM 分别 交 AB 
+ N. P. 
杜 三 角形 ACCA, H A. CHIBRIT L. H = fa Ë 
的 性 质 ，GLN 垂直 于 AC. 
HH, HMP 垂直 于 CB. 
因为 了 ,下 与 局 处 的 角 是 直 前 ,因此 CK 平行 于 AD. CIF 
FTF BD, MM 
AC: CR =AL: LH 
=AN : NP, 
且 BC : CA = BM : MG 
=BP: P.N. 
因此 AN : NP= NP : PR, 
或 AN, NP, PB RAEE. 


当 AC= CB 时 ， 
_3 up. Š 
AN~—>NP= PB, 
因此 BP: PN: NA : AB=4:6:9:19, 
从 而 GH=NP=ŚAB. 


m, 4 AC : CB 的 值 给 定时 . 可 以 找 出 GH 与 其 给 定 比 率 的 
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He. 
命题 7 


如 果 两 个 圈 分 别 外 接 与 肉 切 于 一 个 在 方形 ， 则 外 接 
较 晤 内 切 科 的 二 倍 . 


因为 外 接 贺 与 由 切 贺 之 比 等 于 对 角 线 上 的 正方 形 与 不 止 方形 
面积 之 比 ， 即 等 于 2: 1， 


命题 8 
如 果 AB BLUO DEDALO, EK A ACE 


得 BC EFAN., HE CO *ËI D, EK Ccoa 
BFE. NEA AE 是 弧 BD 的 3 Ë. | 


HI EF 平行 于 AB, 连接 QB, OF, H-J f OEF, OFE JR 
等 ， 
ZCOF =2ZOEF 
一 2 一 BCO (由 平行 ) 
=2 Z BOD (因为 BC— BO) , 
所 以 LBOF=3/ BOD, 
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Cr 


从 而 强 BF R 3 BD 0 3 t. UFM AE 等 于 弧 BF, AEM AE 
Eg RD 88 3 T, 


命题 9 


如 果 在 一 个 圆 内 两 条 未 过 圆心 的 该 AB. CD 相交 成 
Af. HH 
GR AD) + GL CB) = (SIL AC) (GSE DB). 


DW B e Tuk O, FYH FABRA EF, R EF = CD + 
H, W EF R Ë RE SCD TF IL, #E 
(3 ED = GE EC), 
同时 EDF. ECF RA, E 


D 
(M ED) = (% EA) + R | Ns 


AD). 
"x A N 
GNOCF, EA，AD 的 和 ) = C E F 
加 之 ， 弧 AE 与 BF 相等 ， 从 而 

(E CH) CN AD) 二 ( -个 半 困 弧 》. c 


因此 余下 的 圆 出 , 即 狐 AC 与 DB 的 和 也 等 于 AAM, f 
题 得 证. 


命题 10 


WTA,TB 是 一 个 回 的 两 条 切线 ,TC 是 该 辕 的 一 条 割 
$h. W BD 是 平行 于 TC 的 该 , ADITO FE, 如 果 作 EH 
EEF BD., UH P$ BD. 


314 


uz e 


W Ap TC TF. Bi BE, 
itat. JG TAB STERE, H 
ZTAB =ZADB 
一 和 AET， 由 平行 性 质 . 


A 


HEZE EAT., AFT 有 -一 角 相 等 且 -- 第 共用 ,所 以 它们 相 
l, #A 
FT : AT= AT : ET. 
从 而 ET TF=Tat= TR. 
由 此 得 三 角形 EBT 5 BFT 相似 ， 于 是 
ZTEB 一 一 了 BR 
=ZTAB. 
(ARB fa TER %T fg EBD, WEA TAB %+ fi EDB, 
从 而 ZEDB= Z EBD. 
BEET H EKARA, 
所 以 BH=— H bt:3, 


命题 11 


如 图 ,A8, CD 是 不 过 圆 息 的 两 条 强 , 生疏 真相 交 于 
点 DO, J 
AC? HBO -HCO +- DO? == (Hy. 
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作 直 径 CFE, 并 连接 CCR, AD, 
BE. 

BAA CAQ 38 T [8] -- 92 EMA 
CEB, #HË AOC Hf EBC # ht 
A. Ait = AJE AOC 与 EBC 相似 ， 
JFL 


ZE ACO. ZEUE. 


所 以 所 对 强 相 等 ， 进而 AD 与 DE 
% BE 相等， 

从 而 《AH + (BO COH = AD2:3 BC: 
= BE BC? 
=C, 

命题 12 


如 果 AB 全 一 半圆 的 直径 ,ypP ,TQ SE EE— FS 383 8885 
两 条 切线 ， 并 且 AQ，BP 相交 于 R, Wl TR EA + AB. 


延长 了 RR 2 AB T M, ff R 3 PA, QB. 
由 于 前 ABP 是 直角 ， 
了 PAB 十 PBA = C— 4 B fB) 
= Z AQB. 
等 式 两 边 加 角 REQ., fB 
ZPAB+ZQBA= Z PRQ. 
Ee AZUR., K 
ZTPR=ZXZPAB, 并 LTQR= /QBA, 

因 此 ZTPR+ ZTQR= Z PRQ. 

由 此 得 TP=TQ=TR. 
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[因为 ， 苦 延长 PT s O iB TOTA. WA 
ZTOQ= Z TQO. 

#H., HI ZPRQ= ZTPR+ ZTQR.,. 

相 加 得 ZPOQ+ZPRQ= ZT PR+ ZOQR. 

由 此 知 , 在 四 边 形 OPRQ F. 对 角 之 和 等 于 两 个 直角 . 因此 ， 
OPQR 可 以 内 切 于 一 个 圆 中 ,并且 由 于 TP==T 了 TO 一 7Q, THER 
加 的 圆心 ， 于 是 了 TR 二 TP. ] 

从 而 ZTRP=—= ZTPR= AAPAM. 


问 加 PRM,， 
PAM+APRM = /TRP+APRM 
= (Bi B fa). 
HE ZAPR+ ZAMR= (MAER). 
从 而 ZAMR= -F EM)". 
命题 13 


如 果 辆 的 真 径 A8 交 住 一 非 直径 的 弦 CD + E， 并 且 
fE AM. BN 8 S— CD， 则 
CN 一 DMIIO. 


设 口 是 圆心 ,日 OH 肚 直 于 CD, 连 接 BM, R 2 K. HO% BM 
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A 
FK, WJ D 


(CH=HD. 
并 号 由 于 平行 ， | 


HA 80=04， K 
BK=KM. c 
所 以 NH= RM. OJ 
因此 CN= DM. B 


命题 14 


设 ACB 是 一 个 以 AB RAINEN. AD, BE 是 AB 
上 相等 的 线段 . 分 别 以 AD. BE HAI, šP C 的 方向 作 两 
TS, UE 为 直径 ， 朝 相反 方向 作 一 个 半圆 ， 设 过 第 
— TE Bú Ela O 县 与 A8 研 家 的 直线 分 别 交 两 个 相对 
的 半 因 于 C，F. 则 这 些 半 辆 所 畏 图 形 《 阿 基 米 德 称 之 为 
‘Salinon D 的 面积 等 于 以 CF 2 B 009 0048323. 


Jë Eucl. I.10; 由 于 ED 被 口 平 分 日 延长 到 4， 
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EA AD: =2 (EQ TOA”), 
E CF281 Qa OE= EA. 
网 此 ARDE = 4 (EQ:TOAD) =2 (CFE2 AD). 


Hena AmA PED 之 比如 同 它们 的 半径 《或 直径 ) 的 
平方 之 比 ， 所 以 


CAB. DE F. BJ FRAZA) 
= (CF 上 的 图 + CAD, BE k FEZ HU. 
因此 


( *Salinon' 的 面积 ) 二 《以 CF 3 AHA m). 
命题 15 


设 AB 是 回 的 直径 ，AC 是 一 个 内 接 正 五 边 形 的 一 条 

边 ,D EN AC 的 中 点 . 连接 CD AAKER S BANEK 

HIF E; 连接 AC, DD 383 F, EHE FM EAF AB, 期 
EM= (MUER. 


设 口 是 圆心 ， 连 接 DA, DM, DO, CB. 
这 时 ZABC=Ż (825. 


B ZABD= ZDBC=-1 (直角 )， 


因此 ZAop= (直角 ). 


进而 ， 三 角形 FCR 5 FMB 全 等 . 
因此 在 三 角形 DCR 与 DMB 中 , 边 CB 与 MB 相等 且 BD 公 
H. ARÄ CBD 与 MBD 相等 ， 


ZBCD= ZBMD= ë (BOB. 
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但 十 ApCD 二 Ra4DD = (H4 Ef) 


一 人 再 4 万 十 一 万 4 下 
= A BMD ZDMA, 
于 是 DAE=/BCD, 
HH ZBAD= Z AMD. 
所 以 AD= MD. 
在 三 角形 DMO. 
ZMop= (CH), 
<DpMO= Š {直角 ). 
因此 Zopu =Š CHAD — ZAOD; 
从 而 OM= MD. 
x ZEDA = (Z ADC B) 3k B 
_— Z p 
= CEH) 
= ODM. 


于 是 ， 在 三 角形 EDA 与 ODM 中 ， 
ZEDA= ZODM, 
ZEAD=Z0MD, 


ZEE @ 


并 且 边 AD 与 MD 相等 . 
因此 三 角形 EDA 与 ODM 全 等 ， 并 且 
EA= MO, 
所 以 EM= AO. 


而 且 PDE 二 DO; 同时 ,由 于 DE 等 于 内 接 止 六 边 形 的 边 长 ,DC 
是 -个 内 接 正 十 边 形 的 边 长 ，EC E DARALAR pahe [BD 
EC : ED=ED : PCj; 此 结论 在 ¢ 几 何 原 本 3 中 被 证 明 LEucl, XE. 
9," 如 果 将 同一 贺 内 接 的 六 边 形 的 边 与 内 接 十 边 形 的 边 连 在 一 起 ， 
则 整个 直线 的 分 割 具 中 外 比 ， 且 较 长 的 一 段 是 六 边 形 的 边 长 . ”] 


[1] MA (Pappus) 假定 了 本 命题 的 结果 apBmos (P. 214.ed. Hultseb), 
而 在 两 圆 外 切 的 情形 下 证 明了 本 爷 题 CP 840) ， 

[2] 原稿 中 图 形 这 个 马 形 是 一 半 图 , TERRE 3 EEEH. M 
E SEREA., 可 使 沪 命 题 紧密 相关 于 托 勒 窗 (Prolemy) 的 MEYAN ab 
vroĝts, I- 9{P. 31,ed. Halma; 对 照 康 托 尔 (Cantor) 的 Gesch. d. mathematik » 
I (1894), P. 3895 中 一 命 古 . 托 抛 窗 LPtolemy) 的 目的 是 通过 一 个 产程 把 
MEHIA 5 22% MÉ Bj E E B9 288 s 283. 他 的 做 法 太 致 如 下 : W AF. PQ E 
KFH, 4 号 是 过 A 的 直径 ， 连接 AP, PQ, AQ, PB, QB. W BA WQ BD 
等 于 BQ, PEH PN, 而 让 得 了 4A=PD, AN=ND. 


KA AN = 去 (BA— BD) -4 (BA— BQ) 


=L (BA— RAAT). 


HA. MEEA. 
AN: AP> AP : AB. 
因此 AP? SAB AN 


=+ (AR— JARA) - AR. 


这 样 用 AQ 与 已 知 的 直径 ABRET AP, MRHAR RARA, M 
立即 看 到 该 命题 给 出 以 下 公式 的 一 个 几何 证 明 ， 
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a 1 
nš = 


Sl 253 (1 cosa). 


HBE -半圆 时 ,也 令 人 忆 及 阿 基 米 德 在 命 照 3 第 二 部 分 开始 时 所 用 
的 测 贺 的 方法 ， 让 上 面 的 图 形 中 ， 证 明了 
ABT BEQ) : AQ BP:PA, 
或 者 ， 和 如果 用 AB 除 命题 中 的 前 两 项 ， 则 


= 
(l-cosa) /sima—cot —. 


2 
[32 apByaos 直译 为 “鞋匠 的 一 把 刀 ”， 参 见 第 二 竟 引 论 中 附 在 “Liher As- 
sumptorurm 的 一 些 和 注意 ”的 一 个 广 . 
[4] iA REA, H 
AB: BC=AC : HE, 
TEM PHH (p.230, ed, Hultsch) 的 一 个 命题 中 以 一 个 中 间 步 骤 出 现 ， 该 爹 
题 说 明 ， 在 以 上 图 形 中 
AB: BO—CE: : HE’. 

容易 着 出 ， 后 一 命题 是 正确 的 .这 是 因为 ,和 角 CEH RAM., H EGE 

#+CH. 
CE?! EH? —CG : GH 

=AC: HE. 
[51 jx |] — fE ph h sed 3& Er (P.226) 中 ,作为 “古代 命题 " 证 明 中 的 一 
个 中 间 些 又 而 出 现 ， 
[6] “”- 般 来 说 ,如果 AC : CBR=A:1, HA 

BP: PN: NA: AB=1: À: II 十 十 各)， 

H GH: ABSA: (1+àAÀ- A). 

对 帕 普 斯 《P.208) 提出 并 《在 几 个 辅助 的 引 蜡 之 后 ) 证 明 的 “ 占 代 命 
题 ” 加 以 阐述 是 有 意义 的 ， 设 -个 xppyaos 是 由 直径 为 AB. AC. CH BJ =Z A 
TAROK. 并 且 作 出 -- 系 到 图 ,其 中 第 -个 与 三 个 半 园 相 切 ， 第 二 个 与 第 
- -个 圆 故 两 个 半 略 相 切 ,第 三 个 与 第 二 个 圆 及 同样 的 两 个 半圆 机 切 ,等 等 . 设 
这 RHEAN dido d... ERA CA Oo Or Oru. BE O, NI. 
Nes OGN a AAM C AB 的 重 线 ， 则 以 下 等 式 被 证 明成 立 : 

ON =e, 
ON fda, 
O N= 3d- 


ZEE © 


weas. 


此 命题 亦 称 为 察 国定 理 - 


A Na Nz CN B 


[71 该 命题 给 出 转化 二 等 分 任意 角 , 亦 即 任意 夯 狐 为 一 个 所 谓 的 vevoecs W 
类 问题 ， 假 设 4 五 是 要 被 三 等 分 的 听 ， 瑟 站 E z E hq (& AEM Mija 
径 ， 那 么 ， 为 了 找到 其 长 为 AE 的 三 分 之 一 的 统 , 只 需 过 A 人 必 一 直线 ABC. 
Fr T B. 2 ED 的 延长 线 于 必 ， 使 得 BC 等 于 圆 的 半径 ， 关 于 此 问题 的 
讨论 及 别 的 vevaess 参见 第 五 章 的 引言 . 
[81 该 命题 中 的 图 形 使 人 回想 起 帕 普 斯 (P.836-— 3838) 在 他 的 关于 阿波 软 
尼 论 接触 (napi erep) 的 论述 所 成 的 第 一 部 书 的 引 理 中 一 -个 问题 的 图 形 . 那 
AAA: 已 知 一 个 图 和 两 个 点 所 .上 (每 一 点 都 不 必 是 该 贺 药 过 二、 天 By yE 
APR), E, FER AD, AB, 使 得 DB 平行 于 EF. 作 如 下 分 析 , E 
设 问 题 已 经 解决 ,BD 平行 于 RFE, 设 切 线 BT S EF 的 延长 线 于 了 (7 一般 
不 是 AB 的 极点 ,因此 了 4 一般 不 是 4 处 的 切线 )， 

那么 ZTBF =Z BDA (在 癌 统 上 ) 

=zZ AET. 《由 平行 性 质 ) 
因此 A, E, B. THH. 并且 
EF + FISAF» FH. 

但是 ， 贺 ADS R F E H. EE AF FB E 3. 因此 求 得 EF. 

从 而 ， 为 作 此 图 ， 只 需 由 给 定数 值 找 出 FT WE. EK EP S| T. fE 
得 FT 有 可 猎 断 的 长 度 . R TR., HB i£ HD YIT EF. DE, BF 将 交 于 
A. TEN A pR HE. 
[9] TH 作为 PQ 与 AHB BO esp. MAE PQ 与 AB 的 极 线 . 
[10] 无 论 M,N 在 CD 或 CD 的 延长 线 上 , 该 命题 仿 然 成 立 , W M, NE 
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CD IESE E AIHER. 帆 普 斯 在 他 的 阿波 罗 尼 的 veucees 第 二 箱 的 第 个 引 理 
中 给 出 证 明 ， 
[1] tE? 意 引 言 中 关于 ]iber Assumptorum WE. 在 
那里 我 村 信 最 络 aalevov IV J u T S Sainum 的 Graecised 形式 ， 即 盐 害 形 . 
L12] 康 托 尔 (Gesch. d. mathematik. i. P. 285) 把 该 命题 与 希 波 虎 拉 底 
(Hippocrates) 的 通过 Lunes 化 贺 为 方 的 企图 作 以 比较 、 但 是 指出 阿 基 米 德 
的 目的 可 能 与 项 锌 克拉 底 梢 反 , 因为 , 当 希 波 克 拉 底 希望 从 同 -- 类 型 的 别 的 
图 形 来 得 出 圆 的 面积 , 阿 基 米 德 意 图 可 能 是 使 一 些 玉 同 曲线 围 成 的 面积 等 于 
己 知 辆 的 面积 . 
[131 MAR CP.418) EATA S TESNE ERASE RAHAT- -个 
几乎 与 该 命题 相同 的 命题 , 他 的 阐述 本 质 上 如 干 , 如 果 DOH E -- 4- Ë pq E TE 
五 边 形 的 六 边 ，DH SB TOE OH A, W HfE JIM 等 于 A W Af EL $E a 
比分 割 OA. OM ER p+; R. 

AHER PJ Fih, WERA A AREA AD. DM, MO EH. 

WA fW E ODA 与 DAM 相似 ， 

QA! ADSAD:! AM, 

或 者 【因为 AD—OM) QA! OMSOM : MA. 
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冢 畜 问 题 一 


我 们 需要 求 出 四 种 颜色 的 牛 群 中 公牛 和 母 牛 的 个 数 ， 或 者 说 
是 求 出 8 个 林 知 量 . 该 问题 的 第 -部 分 是 用 ?个 简单 的 力 程 将 未 
知 最 联 在 -- 起 ;第 二 部 分 是 又 多 如 了 未 知 量 必 须 满 足 的 册 个 条 件 . 

HW., w 分 别 是 白色 公牛 和 好 牛 的 个 数 ， 

X, 分别 是 黑色 公 午 和 坪 牛 的 个 数 ， 
Y, y 分 别 是 黄色 公牛 和 和 母 牛 的 个 数 ， 
Z, z 分 别 是 杂 色 公牛 和 和 母 牛 的 个 数 ， 


第 -部 分 
_ 1 1 
(l) w= CT) X+Y, (e) 
x= (LF) Z+Y C8) 
4 5 ` 
z= 〈 工 十 工 ) W+Y O) 
6 7 : 
Cy w= 《二 十 十 ) (X+r), 《8) 
r= Cr +S (Z-Fz>, (e) 
z= (+4) (Y+) (D 
= ` Tg > 
l l. a 
y— t tp? (W +e). Cp) 


@ JEXEZE 


——=r" 


W+X= ÏE 〈 平 方 数 )， 0) 
Y+Z = AEA (Me e Sk). (O 
[对 于 条 件 (05 有 多 种 说 法 . 若 直 说 “ 当 白 色 公 牛 混和 人 黑色 公 
牛 群 中 ,它们 站 立 着 排列 成 形 , 其 宽度 和 广 朗 是 相等 的 ;Thrinakia 
平原 上 大 批 的 特 畜 密集 在 这 里 . ”如 时 考虑 到 这 些 公 和 牛 挤 在 一 起 构 
成 一 个 方 图 形 、 它 们 的 个 数 就 不 能 是 一 个 平 形 数 ， 这 是 尊 为 牛 的 
身长 要 比 它 的 身 宽 大 ， 很 明显 ， 一 个 可 能 的 说 法 就 是 将 “ 方 ” 理 
FHA DRAR” REAA O 也 就 简单 的 理解 为 
WW 十 下 二 长 方形 数 《 即 两 个 因数 的 乘积 ). 
因此 ， 这 个 癌 题 可 以 务 为 两 种 形式 去 研究 : 
(1) 其 中 简单 的 一 个 形式 就 是 对 于 条 件 (9) 仅仅 用 下 面 的 要 
求 来 代替 ， 即 
W+ X= J ERKEN; 
(2) 其 整体 问题 应 该 是 (9) 中 的 条 侍 都 能 包括 在 内 ， 即 
全 十 X 一 平方 数 . 
上 面 提 到 的 那 种 简单 的 问题 是 由 乌 尔 姆 (Jul. Fr. Wurm) 解 
决 的 ， 并 称 它 为 
刍 尔 姆 问题 
给 出 该 问题 的 解 ‘连同 对 整体 问题 讨论 ) 的 是 唱 绍 尔 
(Amthor), 3 LE E Zeitschrift fur Math. u. Physik (Hist. litt. 
Abtheilung), XXV. (1880), p. 156 sqq. 
方程 Cay YA 336, (B) FLA 280, CY) FA 126 再 相 加 就 得 
297W 一 742Y nk 3°. 11W =2. 7. 53Y (oa') 
A.D 和 《和 得 出 
3912 一 ]580Y, W 3:20 11Z=2 <. 5 + 79Y (B) 
99X=178Y, 3 3° - 11X =2 + 89Y (Y) 
只 外,， 如 果 (8) E 4800, (e) E 2800, (K) R 1260, 
CD WV 462 再 相 加 就 得 出 
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465720 一 2800X 十 12602 十 462Y +143W; 
再 利用 (ey, (W), CY 中 前 秆 人 恒 得 到 
297 + 4657w = 2402120Y 
或 33 11 = 465726= 25. Se 7 = 23 = 373Y enu 《8 ) 
Hit., A p. (Ú), Çe) 可 得 
3° e J1 + 4657y =13. 46489Y serrrrrerrrennareaeeere (E7) 
31e AB5]ge=2 Be 7 = 761Y oo Cr') 
3 e1146577=2+ 17 + 15991Y oreereenre, CW) 
因为 所 有 的 未 知 数 都 应 该 是 整数 ， 我 们 从 方程 (Ge, (W, o 
(m) 可 以 看 出 ,了 必须 被 3. 11 + 4657 整除 ， 即 可 以 设 
Y 一 3!。11，4657m 一 4149387n 
因此 ， 对 所 有 的 末 知 数 , 由 方程 Ce), (B), - (WI 给 出 用 nn 表 


TAIR. Bp 

本 =2。3-.7 .53 .46572  =103664827 1 

X=2 - 3: - 89 + 46577 =7460514n | 

Y=3 + 11 " 46577 =41493877 | 

Z=): + 5 + ?9 + 4657n =7358060n 

102". 3. 5.7 + 28. 373n =7208360» | tA) 
r=2. 32.17. 159917 = A893246n 

y=3 + 13 464897 =543921 37 


z=% s. 345.7» ]1]»+76l7 =—3515820n 

车 令 n 二 1， 所 得 到 的 这 些 最 小 的 数 将 会 满足 ?个 方程 (e), 
(Bx. - (0); 最 后 ， 对 于 我 们 可 以 找到 一 个 整数 ,使 其 志 满 足 方 
EO [要 求 多 十 X 必须 是 两 个 因数 的 乘积 的 方程 (8) 也 同时 成 
w. ] 

方程 (O 要 求 


- _ g qati? 
Y+zZ= — 


其 中 4 是 某 一 正 整 数 . 
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车 设 了 Y，Z 的 值 是 从 上 面 得 到 的 ， 则 有 


?9 一 (34。 11 十 32。5。79) + 4657n 


一 2471 " 46577 
=7 + 353 + 4657n. 
这 里 的 g 或 是 偶数 或 是 奇数 , 即 g= 或 gq 一 2s 一 1, 等 式 就 变 
为 
s(2s+1)=7 + 353 + 4657n. 
因为 ”不 必 是 一 个 素数 , 我们 假定 x 一 wx*，w, 其 中 的 w 能 除 尽 


s 无 余数 ,vw 是 能 除 尽 2 十 1 的 因数 ;这 样 我 们 就 得 如 下 的 16 83 
错 的 联 立 方程 : 


(1) s= ts 2s-1= 7* 3537 4657y, 
(2) s= EEP 2s+1= 353 * 4657v, 
13) s= 353u, 2s 士 1 一 7 = 46572, 
(4) s= 46572, 2s 士 1 二 7 * 3532, 
(5) s= 7 + 353w, 2s+1— 46572, 
(6) 5 一 7" 46578, 2s-+1= 353v, 
(7) s= 353 "4657z 。 25 士 1 二 Tuas 
(8) s= 7+ 353% 46578, 25 士 1 一 v 


为 了 求 出 x 的 满足 该 问题 的 所 有 条 件 的 最 小 数 , 我 们 应 从 这 些 成 
对 方程 的 正 整 数 解 里 选择 ,其 中 的 某 个 特 解 就 给 出 ao BË n 中 最 小 
的 那个 数 . 
如 我 们 解 出 各 种 成 对 的 方程 的 解 并 比较 其 结果 ,就 得 一 对 方 
程 
s=7u,2s—1= 353. 4657. 
由 此 可 以 得 出 我 们 想 要 找到 的 那个 解 , 即 


一 117423， v=] 
TE., n=uu= 117423— 3°, 4349. 

租 此 得 出 如 下 的 结果 

和 s=7w=821961, 


q=2s—1=1643921. 
Y 十 Z =2471 * 4657n 
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=2471 * 4657 » 117423 
一 135123894908] 


_ 1643921 - 1643922 
2 ? 


IRERE SR Hi WJ BR 4° B: 2 3. 
方程 58) 中 的 数 就 成 为 两 个 整数 的 乘积 
WX =2 «3» (7 - 53—_3 + 89) -4657n 
一 22 + 8 = 11 - 29- 4657n 
一 2 + 3 + 11 = 29 = 4657 * 117423 
=22 + 3 < 11 s 29 < 4657 » 4349 
= {2" + 3t + 4349) = (11 = 29 = 4657) 
==1409076 * 1485583, 
这 是 一 个 具有 接近 相等 的 两 个 因数 的 短 形 数 . 
问题 的 解 如 下 面 所 列 (n 的 值 取 117423): 
W =—1217263415886, 
X==876035935422, 
Y=487233469701. 
Z= 864005479380, 
w= 846192410280, 
了 一 574579625058， 
y=638688708099, 
z =412838131860, 
JE pe 5916837175686. 
整体 问题 
在 这 种 情况 下 ,? 个 原始 的 方程 (a);(P);-…, (人 应 成 立 , 还 要 
提出 下 面 更 进一步 的 条 件 
X+Y= FÉR = P°, 
y+z= ag = IID 


利用 已 求 出 的 (4) 中 的 值 ,我们 首先 得 到 的 是 
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ee 


+ =2 + 3 + (7 5343 + B9) + 46572 
—22 + 3. 11 = 29 + 46577, 
旦 在 下 面 的 条 件 下 方程 也 成 立 
FS ]] + 29 + 465782— 4456740982. 
其 中 的 是 某 .整数 . 
这 样 ,五 面 的 值 就 满足 前 8 个 方程 (a) (8) (8): 
一 2 + 11- 29+ 537465777 =46200808287018 + £ 
X= 2-3 + 11 * 29 < 89 < 46572 + Ë =33249638308986 + £ 
Y=3 , 11 + 29 + 46572 + Ë =18492776362863 + E 
Z=2" 3.3.1129- 79.4657 Ë —32793026546940 + Ë 
w=’ + 32 5 + 7? + 11 * 23 ° 29 > 373 * 4657 + È 
=32116937723640 + Ë 
z=2 + 3° + 11 * 17 = 29 s 15991 = 4657 - Ẹ=21807969217254 * Ë 
y=3`+ 11" 13 + 29 < 46489 + 4657+67 =24241207098537 » 名 
z=2 + 32 + 5 + 7 + 11 > 29» 761 + 4657 > Š 
一 15669127269380 - Ë° 
余下 的 问题 就 是 确定 上 &， 使 方程 O w. Bi 


_ +1) 
Y 十 了 一 


KAY, Z 的 值 后 就 得 


4412 51285802909803 . Ë 
=3 +7 e 11 * 29 + 353 - 4857 + Ë, 
PL ES 

2g+ isr» 2e 4657 + E=, 
我 们 就 得 到 “Pellian” 方程 

好 一 1 一 2 3。7，11，29。353。13 
即 天 一 4729494z 一 1， 
在 这 个 方程 的 解 中 ， 最 小 的 那个 已 选 出 ， 对 于 这 个 解 而 育 ，x W 
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2, 4657% E£. 
这 FE em Z J W 5 


E= >. 24657 且 是 整数 ， 


利用 从 后 面 的 方程 组 中 得 到 的 值 的 代 换 、 我 们 就 得 到 了 整 
体 问题 的 解 . 
将 这 个 解 代 人 “Pellian” 方 程 
t — 472949422=1. 
就 太 占 地 方 了 ， 对 此 感 兴趣 的 读者 可 以 参考 郧 绍 尔 的 文章 ， 他 是 
将 v4720494 分 解 成 -个 连 分 数 的 形式 ,周期 是 发 生 在 91 之 后 ,经 
过 大 量 的 计算 得 
W=1598 : 
这 里 的 [20654 表示 还 有 206541 等 多 个 数目 在 它 后 面 , 类 似 的 可 


以 记 为 
牛 群 的 总 数 一 7766 . 


[可 能 有 人 怀疑 是 否 阿 基 米 德 解 决 了 这 个 整体 问题 ,认为 该 工 
作 中 还 遗留 有 洗 多 困难 以 及 巨额 的 数目 . 如 果 想 用 一 定 的 篇 幅 写 
出 所 得 到 的 结果 时 ， 昂 绍 尔 指出 ， 一 个 大 的 七 位 对 数 表 包括 每 行 
50 个 字 共 50 行 的 一 页 纸 ， 也 就 是 2500 个 字 ; 国 此 对 8 个 未 知县 


中 的 任何 一 个 想 写 出 它 的 结果 要 用 82 广 张 纸 ,车 写 出 所 有 的 8 个 
未 知 量 要 用 660 页 的 一 卷 书 . 1 


根据 和 希腊 数学 学 者 的 观点 .近年 来 最 重大 的 事情 足 1906 年 海 
伯 格 Heiberg) 发 现 一 希腊 文 手稿 .该 手稿 除 包含 阿 基 米 德 的 其 
他 鞭 作 让， 实际 上 还 包含 一 篇 曾 被 认为 不 可 弥补 地 丢失 了 的 完整 
论文 方法 办 

如 正在 出 版 中 的 海 伯 格 关于 阿 基 米 德 著作 的 新 版 本 第 1 卷 
(1910) 的 序言 中 给 出 的 那样 ， 该 王 稿 的 全 务 是 一 

codex rescriptus Metochii Constantinopolitani Š. Sepulchri 
monasterii Hierosolymitani 355, 4to. 

海 伯 格 已 经 讲述 了 手稿 发 现 的 经 过 ， 并 对 其 做 了 详尽 的 描 
3U], Papadopulos Kerameus 的 “Ispooaokufxzex 才 色 Bheogyyxey 的 第 
着 (1899) 中 关于 数学 内 容 的 羊皮 继 书 的 介绍 引起 了 他 的 注意 , 从 
引 自 于 该 羊皮 纸 书 的 几 行 样 字 他 立刻 推断 这 -手稿 一 定 售 让 阿 基 
米 德 的 东西 .1906 FERTH TÆ (Constantinople), 4 iLi l 
WO EIB EK RPESZ IE K. bb BE Hi 3 RA PW tu @ PJ a 8. HTH 
认 出 大 部 分 字迹 1908 年 再 一 次 去 进行 工作 ， 除 最 后 几 页 即 178 
-185 页 属于 16 世纪 的 纸 质 外 ,手稿 是 用 羊皮 纸 书 与 的 , 以 10 世 
纪 时 的 优美 字体 分 两 列 在 上 面 抄 着 阿 基 米 德 的 著作 .在 12 -- 13 t 
红 或 13 14 世纪 ， 羊皮 纸 被 擦 去 上 昌 字 (幸好 旧 的 字迹 没有 擦 干 
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m) PEKA, Æ LEAS L H DX 463 S L mh) pq @ tE 3 fz 
正教 会 使 用 的 一 本 主 社 书 . 羊皮 纸 书 中 有 177 预 ， 其 中 绝 大 部 分 
页 数 上 面 的 旧 字 迹 司 晰 可 辨 ， 仅 有 29 页 没有 一 点 儿 旧 字 的 痕迹 ; 
有 9 页 多 上 面 的 字迹 无 可 补救 地 被 擦 掉 了 ; AJLA EIB H 8 JL J 
话 可 以 辨认 出 来 ; 还 有 约 14 页 上 面 有 也 的 字迹 , 却 以 不 同 的 手迹 
并 且 没 有 分 到 书写 .所 有 未 被 擦 净 而 幸 玫 十 来 的 字迹 借助 于 放大 
HEE PI SE. 在 由 其 他 手稿 得 到 的 阿 基 米 德 的 论文 中 ， 新 发 
现 的 这 一 手稿 包括 其 中 的 《4 论 球 和 圆柱 》 的 大 部 分 .《 论 螺 线 》 的 
几乎 全 部 内 容 以 及 “《 圆 的 度量 》 和 《 论 平面 圈 形 的 平衡 4 的 一 部 
分 ， 但 更 重要 的 事实 在 于 该 手稿 包括 〈1)《 论 浮 体 》 的 相当 -部 
分 ,过 去 一 直 认 为 希腊 文本 已 失传 , 只 有 莫 内 上 (Wilhelm von M 
orbeke) 的 拉丁 六 译本 存 下 来 ，(2}) 手稿 中 的 许多 地 方 以 ”Eqodos 
为 标题 ,有 了 时 也 以 Eposo R 'Epoòwor 为 标题 ， 意 即 方法 
(Method)， 这 是 最 具 价 值 的 .手稿 中 有 关 后 者 的 部 分 内 容 已 由 海 
ARB CO AER A (O WARSI (Zeuthen) 注释 的 德语 
译文 中 两 种 形式 出 版 . 这 篇 论文 过 去 仅 休 达 (Suidas) 提 到 过 , 他 
说 西 奥 密 修 斯 《Theodesius) 对 它 作 过 注释 ; 但 由 R. 会 内 (Sch 
one) 新 近 发 现 ， 于 1903 年 出 版 的 海伦 (Heron) 的 《度量 论 》 
(Metrica) 引用 了 它 的 二 个 命题 ,其 中 有 两 个 重要 的 命题 , 阿 基 
米 德 将 其 作为 性 质 比较 新 颖 的 定理 在 这 一 论文 的 开头 加 以 论述 ， 
而 论文 中 所 说 的 方法 提供 了 考察 它们 所 骨 的 手段 ， 有 最后， 手稿 除 
FALI ERAR AA (R? (Sromachon) (可 能 指 “Neck 一 
Spiel” 或 “Qual 一 Geist”) 的 著作 中 的 两 个 简短 命题 ， 该 著作 论 
述 一 种 后 来 被 称 为 “ 阿 基 米 德 小 房 ”(Loeulus Archimedius) 的 中 
国 玩 具 ， 这 表明 这 种 玩具 确 属 阿 基 米 德 的 幼 劳 ， 海 伯 格 过 去 倾向 
于 它 不 是 阿 基 米 德 的 发 明 呈 . 

由 于 以 下 原因 ， 如 此 幸运 地 重 非 的 《方法 》(The Method) B. 
有 无 比重 大 的 价值 .希腊 的 大 几何 学 家 对 他 们 发 现 定理 所 用 的 方 
法 ,没有 作出 一 毕 暗 示 ， 这 恰 是 他 们 的 古典 著作 的 特色 ， 也 足以 
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令 后 人 叹为观止 义 百 思 不 解 . 这 些 定理 作为 完美 的 杰作 流传 下 来 ， 
却 没 有 和 贸 下 任何 形成 时 期 的 痕迹 ， 也 没有 线索 暗示 推断 它们 所 用 
的 方法 ， 我 们 禁不住 猜想 ， 希 腊 人 具有 与 现代 几乎 同样 行 之 有 效 
的 分 析 方 法 ;然而 ， 总 的 来 看 ， 他 们 在 公布 经 过 反复 思考 和 经 过 
严格 玲 确 的 证 明 所 得 到 的 结果 之 前 ， 似 乎 煞费苦心 地 排除 所 用 六 
法 的 残迹 和 杂乱 之 姓 , 可 以 说 , 这 些 杂乱 之 处 是 靖 难 党 试 的 结果 ， 
《方法 》 却 是 个 例外 ,从 中 我 们 可 以 哲 开 事物 的 表面 润 察 到 阿 基 米 
德 探求 真理 的 本 质 思 想 ， 在 《方法 》 中 ， 他 告诉 我 们 他 是 如 何 发 
现 关于 求 面积 和 体积 的 定理 ,同时 他 特别 强 谢 下 述 两 省 间 的 差别 ， 
即 (1) 发 现 定理 所 用 的 方法 , 这 种 方法 虽然 不 能 作为 定理 的 严格 
证 明 , 但 却 足以 说 明定 理 的 真实 性 ; (2) 这 些 定理 的 严格 证 明 , 就 
蚌 说 ,这 些 定理 最 后 被 确认 之 前 ,必须 经 过 无 懈 可 击 的 几何 方法 的 
论证 ,用 阿 基 米 德 本 人 的 话说 ,前 者 使 定理 得 以 被 研究 (9ewpew)， 
但 不 能 用 来 证 明 (arobeuevuvat) 之 , 该 论文 中 明确 指出 ,文中 所 用 
的 ,对 于 定理 的 发 现 如 此 有 效 的 力学 方法 并 不 能 提供 定理 的 证 明 . 
关于 论文 开头 所 论述 的 两 个 重要 定理 ， 阿 基 米 德 说 过 要 对 它们 的 
正规 的 几何 证 明 作 必要 的 补充 。 其 中 一 个 几何 证 明 已 经 失传 ， 另 
一 个 证 明 只 零散 见于 手稿 中 ， 却 也 是 以 表明 所 用 证 明 方 法 是 传统 
的 窃 旭 法 ， 阿 基 米 德 杰 曾 在 别处 用 过 ， 同 时 ， 这 些 零 星 的 片断 也 
是 训 使 证 明 得 以 重建 . 

引言 的 余下 部 分 在 读 过 论文 之 后 是 非常 好 理解 的 ， 下 面 是 阿 
基 米 德 所 用 力学 方法 的 基本 特征 ， 设 并 是 -- 平 面 的 或 立体 的 图 
形 ， 要 求 其 面积 或 体积 ， 阿 基 米 德 的 力学 方法 就 是 要 将 X 的 微 元 
(有 时 连同 另 一 图 形 C 的 相应 微 元 ~- 起》 与 图 形 B8 的 相应 微 元 进 
行 比 较 , 其 中 图 形 玉 和 C 的 面积 或 体积 以 及 百 的 重心 位 置 是 预先 
知道 的 ， 出 于 这 -一旦 的， 首先 这 些 图 形 所 放置 的 位 置 应 使 它们 的 
直径 或 轴 为 同一 条 公共 直线 ; 其 次 ， 如 果 微 元 是 由 垂直 (一 般 地 
HO 手册 的 平行 平面 切 这 些 图 形 所 得 的 截面 ， 那 么 相应 于 每 个 狼 
形 的 所 有 微 元 的 重心 位 于 公共 直径 或 轴 上 的 某 一 点 处 ， 延 长 该 直 
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径 或 轴 , BOL AM OS BE EER. 对 于 只 有 于 的 微 元 与 男 一 图 
J B 的 微 函 相 比 较 这 种 简单 的 情形 是 很 容易 姓 理 的 . 此 时 相互 对 
应 的 微 元 分 别 是 祥生 的 截面 , til EB C - 艇 地 讲 〉 于 和 直径 
或 轴 的 任 一 平面 分 别 切 这 两 个 图 形 所 得 ， 就 平面 图 形 而 言 ， 这 些 
微 元 被 说 成 是 直线 ; 就 立体 图 形 而 言 则 被 说 成 是 平面 ， 尽 管 阿 基 
米 德 称 这 些微 元 分 别 为 直线 和 平面， 但 显然 第 一 种 情况 下 的 直线 
指 没有 明确 宽度 的 窗 条 对 应 于 面积 }, 第 二 种 情况 中 的 平面 指 设 
有 胃 确 厚度 的 薄片 《对 应 于 空 体 , 而 且 宽 实战 厚度 《可 以 称 共 为 
dr) 没有 参加 计算 ， 匡 为 在 答 此 相 比 较 的 其 个 对 应 微 元 中 ， 它 被 
计 为 是 相同 的 ， 因 此 不 和 参 巴 运算. 每 - 图形 所 含 微 元 的 数 日 是 无 
穷 的 ， 但 对 于 阿 基 米 德 来 讲 ， 没 有 必要 说 明 这 -点 ， 他 仅仅 指出 
半 和 如 分 别 由 包含 在 其 中 的 所 有 微 元 组 成 ,也 就 是 说 ,就 面积 而 
A. 苹 和 B 由 直线 组 成 ; 就 立体 而 言 则 由 平面 组 成 . 

晤 基 米 德 的 日 的 在 于 对 微 元 的 平 衡 进行 安排 , 使 得 区 的 微 元 
都 作用 于 杠杆 的 革 一 点 上 上 ， 调 B 的 微 元 在 不 同 的 点 上 起 作用 ， 即 
它们 实际 上 处 于 最 初 所 在 的 位 凌 . 因此 他 设法 从 最 初 所 在 的 位 置 
称 动 区 的 微 元 , 使 它们 集中 于 杠杆 某 -点 , 而 BB 的 微 元 保持 原来 
的 位 置 ， 这 样 可 以 在 它们 各 自 的 重心 上 起 作用 .由 于 作 为 整体 
的 重心 是 知道 的 ， 其 面积 或 体积 同样 也 是 知道 的 ， 于 是 它 可 以 作 
为 质量 集 于 重心 的 质点 而 起 作用 ， 所以, CEE XA E RA 
分 别 置 于 合适 的 位 置 以 后 ， 找 们 可 以 得 出 项 重心 四 杠杆 的 支点 或 
莫 置 点 的 距离 ,另外 已 知道 B 的 而 积 或 体积 . 由 此 可 求 得 站 的 面 
积 或 体积 .相反 地 ， 当 站 的 面积 或 体积 事先 知道 时 ， 这 种 方法 也 
o 以 用 于 求 它 的 重心 问题 ,在 这 种 情形 , 作 权 衡 比较 时 六 的 微 万 
以 用 于 本 身 必 须 传 于 它们 最 初 所 在 的 位 置 , 而 微 元 被 称 全 杠杆 的 
某 一 点 并 在 该 点 作 权 和光 比较 的 图 形 必 须 是 其 他 的 图 形 而 非 X. 

可 以 看 出 ， 这 种 方法 不 是 如 今 大 多 数论 文 里 的 某 些 几何 证 明 
所 用 的 积分 法 ， 面 由 -种 非常 巧 钻 的 设计 ， 这 种 设计 ， 绕 并 了 用 
于 直接 求 面 积 或 体积 的 特殊 的 积分 法 ， 并 代 蔡 了 使 所 求解 依赖 于 
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n -其 结果 已 知 的 积分 . 阿 基 米 德 论述 了 关于 杠杆 支点 的 力矩 , 即 
面积 或 体积 的 各 个 微 元 与 支点 和 相应 微 元 的 重心 间 的 距离 之 积 . 
如 上 面 所 述 , 对 B 的 所 有 微 元 来 说 ,， 这些 距离 是 不 同 的 , wP X 83 
微 元 来 说 ， 通 过 设法 移动 它们 至 某 一 确定 位 置 ， 可 使 这 些 中 离 都 
相同 ， 作 为 既 知 事实 ， 他 假定 ， 图 形 B 处 于 所 放 之 处 时 ， 它 和 的 各 
个 被 元 的 力矩 之 和 等 于 将 其 视 为 质量 集 于 -点 即 其 重心 时 的 力 
E. 

现 假 设 X 的 微 元 是 xa* dz, AP u 是 牌 直 于 杠杆 的 一 系列 平 
行 平面 中 的 某 一 平面 切 X 所 得 截面 的 长 度 或 面积 ，x 是 杠杆 《 即 
两 图 形 的 公共 轴 ) 上 上 蝶 杠 杆 的 支点 的 一 段 上 距离， 这 里 将 杠杆 支点 
作为 原点 .又 假设 这 一 币 元 兽 于 杠杆 上 曝 原 点 的 距离 为 一 常数 , 比 
如 说 a, 并 且 与 B 蜡 侧 的 位 置 上 , # u + dx 是 同一 平面 切 得 的 BB 
的 相左 被 元 ， 其 中 < AERARMEA, WA. EHON 
点 可 建立 如 下 方程 


af udzr=| zu az. 

因为 图 形 B (IK l = f 3. Pest. Fei. Fk. BE k B EE) 
的 面积 或 体积 是 知道 的 :而 且 它 可 以 视 为 质量 集 于 重心 的 质点 , 且 
其 重心 也 是 知道 的 ， 所 以 工 式 中 的 第 -个 积分 是 知道 的 ， 设 该 积 
分 等 于 如， 其 中 5 E oO rir SARA. U E B 的 面积 或 体 
m. 于 是 可 得 

X 的 面积 或 体积 二 

对 十 下 述 人 情形 即 关 的 微 元 连同 男 一 图 形 忆 的 相应 微 元 一 起 
与 B 的 对 应 微 元 作 此 较 ,车 设 v 是 忆 的 微 元 ,V 是 其 面积 或 体积 ， 
则 有 

af udr al vdr=| zu az. 
M. ü) 8 
(CX 的 面积 或 体积 十 WF) a=b. 


所 


ms 


在 论 交 中 所 论述 的 那些 特殊 问题 里 ,上 总 是 二 中 ,上 常常 但 不 
总 是 等 于 4 

如 果 可 能 的 话 ， 奶 读 摆 在 我 们 面前 的 这 本 著作 ， 那 么 ， 我 们 
对 古代 这 位 天 才 般 的 伟大 数学 家 的 软 佩 之 情 一 仿 会 倍增 . 数学 家 
们 会 忽 庸 兽 疑 地 认 国 ， 大 约 在 公元 前 250 年 ， 阿 基 米 德 竟 能 解决 
诸如 求 企 . - 球 缺 的 体积 和 重心 以 及 半圆 的 重心 之 类 的 问题 ， 其 中 
所 用 的 方法 是 如 此 的 简单 ， 而 有 基 这 种 方法 (如 我 们 所 见 到 的 那 
F), 虽然 阿 基 米 德 本 人 半 不 满意 , 位 在 我 们 今天 看 来 却 是 相当 严 
密 的 ， 

这 本 书 ， 搬 开 数 学 内 容 不 谈 ， 也 是 很 在 趣 的 ， 这 不 仅 因 为 阿 
基 米 德 对 其 研究 问题 的 过 程 所 作 的 解释 ， 而 已 还 认为 书 中 堵 指 德 
访 克 利 特 (Democritus) 是 下 面 这 一 定理 的 发 现 首 , EEH ARE 


的 体积 分 别 是 同 底 等 高 的 楼 林 和 圆柱 体积 的 计 ， 这 丙 个 命题 一 直 


EHER EE (Eudoxus) 的 功劳 , 实际 上 阿 基 米 德 本 人 也 曾 
陈述 过 这 一 结果 中 现在 看 来 ,虽然 欧 多 充 斯 最 先 对 它们 做 了 科学 
的 证 明 ,但 德江 克利 特 却 第 一 个 断言 了 这 一 韦 实 . 我 在 别处 "" 曾 就 
德 议 克 剩 特 得 出 这 一 结论 的 比较 可 能 的 过 程 提出 过 建议 ,按照 阿 
基 米 德 的 观点 ， 该 过 程 不 能 算 作 命题 的 证 明 ， 但 有 必要 在 这 里 再 
次 陈述 一 下 该 过 程 ， 在 一 个 很 有 名 的 段 蒂 里 外， 交 卢 塔 克 


(Plutarch) 谈 及 德 庶 克 利 特 在 自然 哲学 (9uatews) 里 提出 如 下 问 
题 ; “如 果 贺 锥 被 平行 于 底 的 平面 所 截 了 旺 然 这 里 的 平 夯 是 指 无 限 
接近 于 底 的 平面 ], 我 们 该 如 何 考 虑 这 些 截面 的 表面 呢 ? 它们 是 相 
等 抑或 不 等 ? 因为 ， 如 果 它 们 不 相等 ， 那 么 由 于 有 许多 象 阶 梯 一 
样 的 句 贞 和 上 巴 目 不 平 之 处 ,所 以 它们 使 圆 维 变 得 设 有 规则 ， 但 是 ， 
如 果 认 为 它们 相等 ， 那么 截面 就 都 是 相等 和 的 ， 这 时 闻 锥 似乎 具有 
和 狗 柱 -- 样 的 特性 ， 是 由 相等 而 非 木 等 的 圆 维 成 ， 这 是 很 荡 妹 
WJ”. ia “HO M: o. 圆 组 成 ” (EE cdtov guyrepevos kurkowy) = 
明 德 放 克 利 特 已 经 有 立体 是 无数 平行 平面 之 和 的 思想 ,或 者 说 是 
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无 限 薄 的 薄片 即 两 出 无 限 接近 相合 的 薄片 之 和 ， 这 是 -个 很 重要 
的 设想 ， 阿 某 米 德 利 用 何 样 的 思想 获得 了 十 硬 的 成 玉 ， 如 果 我 们 
可 以 就 德江 纪 利 特 关 于 棱锥 的 观点 作 -- 猜 测 ， 那 么 他 似乎 急 可 能 
会 注意 到 ， 如 果 同 席 昌 以 面积 相 问 的 三 舱 形 为 斋 的 两 个 楼 锥 分 痢 
被 平行 于 底 并 且 将 高 分 成 相同 比 的 平面 所 截 ， 那 么 所 得 的 两 楼 铁 
的 相应 截 面 而 积 相 等 ， 由 此 他 可 以 推断 两 棱锥 的 体积 相等 ， 这 是 
因为 ,它们 都 是 数 世 相同 的 无 数 相等 平 截 画 或 无 限 薄 的 薄片 之 和 ， 
《这 -AWETE kA H (Cavalieri) 原理 的 一 种 特殊 情形 , 原 
理 是 说 ， 基 岗 图 形 不 管 高 度 是 多 少 ， 它 们 在 间 一 高 度 处 的 其 个 截 
面 总 是 分 别 为 相等 的 直线 或 相等 的 表面 ， 则 两 图 形 的 面积 或 体积 
相等 . y 当 热 德 度 克利 特 也 会 看 到 , 与 以 三 角形 为 底 的 楼 锥 问 底 等 
高 的 峻 柱 所 分 成 的 三 个 楼 锥 〈 如 欧 几 里 得 《几何 原本 》 着 准 I F 
RH 7 中 那样 ?, 其 中 任何 两 个 都 符合 上 而 相同 高 度 处 的 截面 面积 相 
等 的 条 件 ， 因 此 以 二 角形 为 底 的 配 锥 体积 是 前 述 与 之 同 底 等 高 的 


BEEPER I. 这 一 结论 很 容易 椎 广 到 以 多 边 袁 为 底 的 楼 锥 的 情 


J. 另外 ， 德 席 克 利 特 关于 回 锥 命题 的 陈述 《当然 役 有 绝对 意义 
上 的 证 明 》 也 许 是 从 下 述 结 果 所 作出 的 必然 推断 ， 即 无 限 增加 构 
成 棱锥 底 的 正 铬 边 形 的 边 数 . 

我 用 引号 标明 的 这 些 段 落 保 持 了 《 阿 基 米 德 全 集 》 (The 
Works of Archimedes) 中 所 采用 的 风格 ， 几 于 它们 在 厉 史 上 或 现 
今 的 重要 性 ， 我 将 它们 从 希腊 语 直译 过 来 : 论文 的 其 余部 分 用 现 
代 的 符号 和 术语 数 了 重 写 ， 方 插 号 中 的 词 和 句子 绝 大 部 分 表示 海 
伯 格 通过 推测 而 恢复 的 该 和 处 或 许 应 县 有 的 文字 S EREE A 
中 ,在 手稿 上 这 里 的 学 迹 是 难以 辨认 的 ;少数 地 方 , 中 断 相 当 大 ， 
括号 中 的 注释 表明 这 里 所 瞧 掉 的 部 分 可 能 包 售 的 内 容 ， 并 且 也 尽 
最 指明 缺 掉 的 部 分 如 和 何 弥补 . 

T.L. 希 思 
1912 年 6 月 7 日 
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解决 力学 问题 的 方法 一 一 给 厄 拉 多 塞 


“M Hng (Eratosthenes) 致意 . 

前 些 对 馆 我 寄 答 您 一 些 我 发 现 的 定理 ， 恒 当时 我 只 写 出 了 定 
HHA., MRA HEH., 希望 您 做 出 证 明 ， 我 家 给 您 的 那些 
定理 的 内 容 如 下 . 

1. 如 果 在 - JÉ J Ma E PJ BL be FE IN fE .内 接 圆 柱 , 圆柱 的 两 底 
位 于 两 相对 的 平行 四 边 形 "i 上 , 圆柱 的 边 f 即 四 条 母线 ] 在 直 楼 柱 
的 其 余 平 面 (侧面) 上 . 经 过 图 柱 的 底 圆 车 心 和 与 该 底 略 相对 的 
止 方形 的 一 边 作 一 平面 ， 访 平面 从 圆柱 上 截 下 的 部 分 由 两 全 平面 
和 雷 柱 的 表面 图 成 ， 其 中 一 个 平面 为 所 作 的 平 商 ， 另 一 平面 为 测 
柱 底 所 在 的 平面 ， 夺 手 的 表面 指 往 于 上 上述 两 平面 之 间 的 部 分 ， 那 


么 ， 从 圆柱 上 记载 下 部 分 的 体积 是 整个 棱柱 的 二 


2， 如 果 在 一 立方 体内 作 -一 内 接 圆柱 , 图 柱 的 两 底 位 于 两 要 对 
的 平行 四 边 形 *Y 上 ， 侧 柱 面 与 立方 体 的 其 余 四 个 平面 (侧面) 相 
切 ， 局 时 还 有 另 一 圆柱 内 接 于 同一 立方 体 ， 此 圆柱 的 两 底 位 于 另 
外 的 矩形 上 , 它 的 表面 与 余下 的 四 个 平 军 《侧面 》 相 切 ， 那么, 位 
于 两 圆 柱 内 部 , 申 两 贺 柱 面 所 围 成 的 图 形 1， 其 体积 是 整个 立方 
fk. 
上 述 这 两 个 定理 性 质 上 不 同 于 以 前 转 寄 出 的 那些 定理 .这 是 
由 丁 ， 那 时 所 庶 及 的 图 形 ， 即 辟 锥 蕴 面 体 和 旋转 补品 体 及 它们 的 
一 部 分 ， 我 们 是 用 圆锥 和 圆柱 来 衡量 其 体积 的 : 但 并 术 发 现 其 中 
任 个 图 撒 等 于 由 平面 所 围 成 的 立体 图 形 的 体积 : 而 现在 谈 及 的 
由 两 个 平面 和 圆柱 面 围 成 的 网 洪 ， 却 发 现 其 体积 等 于 由 平面 围 成 
的 某 - 立 怀 图 形 的 体积 ， 关 于 前 述 两 个 定理 的 证 明 我 已 经 写 在 这 
本 书 里 ， 现 在 把 它 寄 给 你 ， 另 外 ， 如 我 所 说 ， 您 是 一 位 极 认真 的 
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学者 ， Edom F s IRS. LAT LEO 3826 3018 0, Nm. 
RAY fE B| — 3k TS rE 35 8: S h 3 PE HR 8 BH - .种 方法 的 独特 之 处 是 
Cris, FH BR BES BE 24B Bb T. JF RET AG RATE 
数学 问题 ， 我 相信 这 -方法 的 相应 过 程 此 至 对 定理 本 身 的 证 遇 回 
样 有 用 ， 因 为 按照 上 述 方 法 对 这 些 定理 所 做 的 研究 虽然 不 能 提供 
定理 前 实际 证 明 ， 以 后 它们 必须 用 几何 学 进行 沦 让 ， 但 通过 力学 
方法 . 我 对 一 些 回 题 首先 变 得 清晰 了 ， 然而 ， 当 我 们 用 这 种 方法 
预先 获得 有 关 这 些 问题 的 信息 时 ， 完 成 儿 们 的 证 明 当 然 要 比 没有 
任何 信息 的 情况 下 二 发 现 其 证 明 容易 得 多 . 正 是 由 于 这 -原因 ,对 
于 圆 难 基 同 席 等 高 的 贸 柱 体积 的 三 分 之 一 及 楼 锥 是 阿 底 等 高 的 楼 
村 体积 的 二 分 之 -这 两 个 定理 来 说 ， 欧 多 上 克 斯 首先 给 出 它们 欧 证 
明 ， 但 我 们 不 能 就 此 轻视 德 浇 克 利 特 的 功绩 ， 是 他 若 先 就 车 述 图 
形 5a 作 出 这 种 断言 ,虽然 他 没有 予以 证 晤 ， 现 在 我 本 人 就 处 十 
[通过 上 面 指出 的 方法 ] 党 发 现 要 公布 的 定理 的 情形 , 这 使 我 认为 
有 必要 阅 述 一 下 这 种 方法 .这样 居 部 分 是 册 为 我 兽 谈 到 过 此 
事 01、 我 不 希望 被 视 作 讲 空 话 的 人 ， 另 外 也 因为 我 相信 这 种 方法 
对 数学 很 有 用 .我 认为 、 这 种 方法 一 旦 被 理解 ， 将 会 破 问 代 信 或 
未 来 的 某 些 人 用 以 发 现 我 尚未 想到 的 其 它 E rB. 

那么 、 我 先 列 出 我 用 力学 方法 得 到 的 第 -个 定理 ， 即 

直角 圆锥 的 截面 「 即 抛物 线 ] 所 构成 的 弓形 面积 是 癌 底 等 高 


n ” 4 
~- fi É 的 3 ` 


这 之 后 我 将 给 出 用 同样 的 方法 研究 得 到 的 所 有 其 他 定理 ， 然 
后 .在 该 书 的 最 后 部 分 我 将 给 出 【 书 的 开始 处 所 述 命题 ] 的 几何 
[HEG eee 

-我 假定 下 列 命题 成 立 ， 它 们 在 后 面 将 要 用 到 . ] 

1. 如 果 [两 个 重心 不 同 的 量 相 减 ,那么 剩余 量 的 重心 可 通过 
如 下 方法 求 得 ]， 即 [在 整体 量 的 重心 方向 上 ] EK [连接 整体 量 


和 减 量 的 重心 的 直线 ], 然后 从 其 上 截 去 一 段 长 度 , 使 该 长 度 与 上 
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述 琴 重心 间 的 距离 之 比 等 于 减 量 与 剩余 量 的 重 基 之 比 . 

[ Geo TW BB 09 FO y. 1.8] 

2, 如 果 一 组 二 的 重心 均 症 同一 直线 上 , BE Z, H yx 38 Bt ñ) 2 Ik 
所 组 成 的 量 的 重心 将 在 相同 的 直线 上 . 

[出 处 同上 上 ，J. 5] 

3. 和 伍 -- 直 线 的 重心 是 该 直线 的 中 点 . 

[出 处 同上 ，1.4] 

4. 三 角形 的 重心 是 从 角 顶 点 到 5 对 ) 边 中 点 所 作 丰 线 的 交点 ， 

[出 处 同 二 ，1. 13. 14] 

5. 平行 四 边 形 的 重心 是 对 角 线 的 交点 ， 

[HO RED F. Lic] 

6. 圆 的 重心 就 是 上 该 图 的 ] Mi. 

7. 圆柱 的 重心 是 轴 的 平分 点 ， 

8. 圆锥 的 重心 是 [划分 轴 的 点 ,该 点 司 轴 上 靠近 顶点 的 ] 那 
部 分 [是 靠近 底 的 那 部 分 的 ] = 4. 

[这 些 命题 帮 已 经 ] 征明 过 了 509， [ 除 这 些 命题 外 ， 我 还 查证 
到 下 面 的 命题 ， 它 是 很 容易 证 明 的 : 

如 果 在 两 组 量 中 ， 第 -- 组 其 依次 与 第 二 组 量 成 比例 ， 而 昌 
[第 一 组 ] 量 的 全 体 或 其 中 一 部 分 [与 第 :组 量 ] 成 任 - k. X 38 
TARH [BAA] 中 的 相应 旦 岂 成 同一 比 、 那么 ， 第 一 组 量 之 
称 与 第 三 组 所 选 量 之 和 的 比 等 于 第 -组 量 之 和 与 第 四 组 中 《【 相 
应 》 所 选 量 之 和 的 比 . 

[《 论 壁 锥 曲面 体 与 旋转 横 圆 体 y》， 命 题 ]. ]” 


命题 1 


设 ABC 是 由 直线 AC AARS ABC 所 图 成 的 抛物 
线 号 形 ，D 为 AC 的 中 点 :. 作 道 线 DBE 军 行 于 抛物 线 的 
办， 连接 AB., BC. 


MSE ABC 的 面积 是 三 角形 ABC 面积 的 4 
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HARE AKF 平行 于 DE, rip ro fE C A BJ JER S DHE 
T E, 交 AKF T F. EK CB AF T K, 88 K CK 至 五 ,使 
KH 等 于 CK. 

将 CH EHE. KAPA. 

设 MO 是 平行 于 ED 的 任 一 直线 , TCF, CK. AC 分 别 实 
FAM. N. O, 5HR EFP A. 

申 于 CE AHRS. DA AC PAH CD EiT TAE ËR 
Aig, BA 

ERB= BD, 

“这 在 [AAR] 理论 中 已 经 证 明 过 了 -1.” 

XAA FA, MORFE KIF ED, MUAA 

FK=KA, MN= NO, 

根据 热 物 线 的 性 质 ,“ 己 在 引 理 中 证 明 ”， 有 

afD:DP=C4:40O1 参 看 《 求 抛物 线 弓 形 的 面积 y 命题 5 

二 CK : KN [ 欧 几 里 得 《几何 原本 》W.2] 
=HK : KN, 

取 直 线 TG 等 于 OP, 将 其 以 H MB DM 8. UE TH=HG, 于 
是 由 N 为 直线 MO 的 重心 

R MO: TG=HK: KN, 
可 扒 知 , H Ai TOH NAR MORT KARYS. GEF 
面 图 形 的 平衡 》，I. 8.7] 

类 似 则 ， 对 平行 于 DE 理 与 抛物 线 弧 相 交 的 所 有 其 他 直线 ， 
(1) # F FC. AC aj. rh EE KC 上 的 部 分 和 (2) REA AC H 
HREH K., UH 为 重心 放置 的 一段 长 度 将 甘于 天 点 保持 平衡 ， 

因此 ， K 是 由 如 下 两 组 直线 构成 的 整个 系统 的 重心 ， 即 (1) 
截 于 FC、AC 癌 ， 置 于 图 中 实际 所 示 位 置 的 所 有 象 MO 一 样 的 直 
线 和 {2) 8 T H 处 、 以 曲线 和 AC 间 的 截 线 为 长 度 的 所 有 象 PO 

因为 三 角形 CFA 由 所 有 人 象 MO 一 样 的 平行 线 组 成 、 纪 形 
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CBA H Er 8 # PO 一样 含 于 曲线 内 部 的 直线 组 成 ， 所 以 可 推 知 ， 
览 于 图 中 所 示 存 置 上 的 三 角形 与 以 她 为 重心 放置 的 弓形 CBA4 X 
TF K 点 保持 平衡 . 

T W 点 划分 KC, CK=3KW, W W 是 三 角形 ACF 的 重 
心 ;,“ 这 已 在 有 美 平衡 性 的 著作 中 得 到 证 明 ” Cev tot s cooppomuo - 
8). 

[参看 《 论 平 而 图 形 的 平衡 》1. 151] 

于 是 有 六 ACE : (SJ ABC) =HK : KW 

=3: 1. 

从 而 “弓形 ABC= S AACF. 

但 AACF=4AABC. 

8 H JÉ ABC=AABC. 

“这 里 所 陈述 的 事实 不 能 以 上 面 所 用 的 观点 作为 实际 证 明 ,但 
这 种 观点 暗示 了 结论 的 正确 性 ， 鉴 于 该 定理 并 末 得 到 证 明 ， 同 时 
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它 的 真实 性 又 值得 怀疑 ， 因 此 我 们 将 求助 于 几何 学 上 的 证 明 ， 我 
本 人 已经 发 现 并 公布 了 这 一 证 明 !b9, > 


命题 2 
用 同样 的 方法 、 我 们 可 以 考察 命题 


《1) 球 “〈 就 体积 而 言 》 果 以 它 的 大 加 为 底 、 它 的 半 
径 为 高 的 加 锥 体积 的 4 18. 
2) 以 球 的 大 辆 为 底 、 球 直径 为 高 的 圈 柱 的 体积 是 球 


体积 的 1 78. 


(1) 设 ABCD 3NPRBU KIM, AC, BD 是 相互 垂直 的 直径 . 

在 与 AC 垂直 的 平面 上 作 以 BDP 为 直径 的 圆 , 再 以 该 加 为 底 ， 
以 4 为 项 点 作 一 圆锥 , 扩展 这 一 圆锥 的 表面 然后 用 经 过 忆 sa F 
行 寺 该 俩 锥 多 的 平面 去 稚 它 ,截面 是 以 E F 为 直径 的 贺 , 以 该 贺 为 
底 ， 以 AC HARASA HH, HERCA 至 五 ,使 AH 等 
F CA. 

ACH B— VAR. A 为 其 中 点 . 

EA ABCD 所 在 的 平面 上 作 与 Bp 平行 的 任 一 直线 MN, W 
MN 5A ABCD 交 于 点 口 , P. 与 直径 AC 交 于 点 人 5, 与 直线 AE. 
AF YY JSE TF A Q. R. E AO. 

过 MN 作 与 AC 成 直角 的 平面 ， 该 平面 截 圆 杜 所 得 的 截面 是 
以 MN 为 直径 的 辆 ， 截 球 所 得 的 截面 是 以 OP AHHA, R 
锥 得 以 QR 为 直径 的 图. 

EA MS=AC, QS—= AS, WA 

MS + SQ =CA + AS 
= AO: 
=OS°+ SQ. 
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X HA=AC, MMA 
HA: AŠ =CA : AS 
= MS : SQ 
= MS? : MS + SQ 
=MS:: (OS: SQ, 这 是 上 面 推 导出 的 结果 ， 
=MN:: (OP:+QR:) 
二 《以 MN 为 直径 的 图 ) : (以 OP 为 直径 的 加 
+L QR 为 直径 的 圆 ). 
即 
HA: 45 一 【〔 欧 柱 中 的 网 ):《 球 申 的 加 十 加 锥 中 的 辆 ). 
因此 , AUH 为 重心 放置 球 中 的 圆 和 国 锥 中 的 加 , 那么 ,处 
于 原 位 置 上 的 圆柱 中 的 时 与 前 西 圆 关于 4 点 保持 半 衡 ， 
闻 理 ,由 这 样 的 平面, 寻访 平面 垂直 于 AC 3E H 2 +:F 347 Pd 3H 
JE LF 内 平行 于 EF 的 任 一 其 它 直 线 ， 鹤 得 的 三 个 相应 的 截面 也 
有 有 类似 的 结论 . 
如 果 我 们 以 同样 的 方法 讨论 所 有 这 一 类 贺 ， 即 垂直 于 AC 的 
平面 截 伍 柱 、 球 和 圆锥 所 得 的 全 而且 所 有 这 三 类 图 分 别 组 成 上 
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e°@e EKRE EIE s=. 
述 三 种 立体 图 撒 , AA. 可 以 得 出 ， 当 球 和 同 锥 以 下 A EGI E 
时 ， 熔 于 党 位 置 上 的 圆柱 将 与 二 者 甘于 À 点 保持 平衡 . 
因而 由 天 为 贺 柱 的 重心 知 有 
HA::AK= (Bt) : (PPR BDE AEF). 


u HA=2AK. 
上 是 有 
闻 柱 三 2 (GRAH AEF), 

而 圆柱 二 3 (圆锥 AEF), LEK IL E 1 K JLI] t k b 
X 1 命题 10] 
所 以 HHE AEF= 2 (R). 

XH EF=2BD 知 

圆锥 AEF 一 8 (圆锥 ARD), 
1 =A (HE ABD). 


(2) aB, DEVBW, XDY 平行 十 AC. BA -圆柱 ， 以 
AGC 为 轴 ， 以 VX. WY BN) B F BIS. 
MJ 圆柱 YY =2 (E YD) 
=6 (圆锥 AED) [Eucl. X. 10] 


= ( 球 )， 这 是 由 上 面 的 (1》 得 到 的 ， 


“由 这 一 定理 , 即 球 体积 是 以 它 的 大 加 为 床 , `F 6 23 Eh BH D| Ë 
体积 的 4 倍 , 我 想到 , 任 一 球 的 表面 积 是 它 的 大 图 和 面积 的 4 司 , 这 
基 困 为 ， 由 图 面积 等 于 以 它 的 周 长 为 底 ， 以 它 的 半径 为 高 的 二 角 
形 夯 积 这 一 事实 进行 推断 ， 我 认 误 到 阿 样 应 帮 ， 球 体积 等 于 以 球 
的 表面 积 为 底 、 半 径 为 高 的 圆锥 的 体积 ， 由 此 排 断 出 球 的 表面 积 
A T É X EARR 4 480.” 

[这 说 明 , 阿 基 米 德 解决 球体 积 问 题 先 于 球 表面 积 问 题 , 并 上 由 
前 - -问题 推断 出 后 一 问题 的 结论 , 但 在 《 论 球 与 同 柱 》 卷 1 肾 , pR 
表面 积 问 题 独立 列 为 一 个 题目 ! 即 命题 33), 而 及 在 球体 积 问题 即 
命题 34 之 前 : 这 一 事实 也 说 明 , 希腊 几何 党 家 最 后 在 论文 中 详尽 
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阅 述 命题 时 本 必 尊 循 发 现 的 顺序 . 1 
命题 3 
用 这 种 方法 我 们 还 能 考察 下 面 的 定理 


以 旋转 栅 圆 体 的 大 圆 为 底 、 轴 为 高 的 回 柱 体积 是 旋 
转 构 圆 体 的 1245; 


而 月 ， 当 这 一 定理 被 证 实时 ， 显 然 有 


tf1 E EE 56 388 El LK 32 2 bp ch (0 El s 8 + 5 09 3E ES PF 
截 , 划 截 得 的 半 施 转 椭 国体 的 体积 旦 与 该 部 分 GERA 
椭 锣 体 ， 同 底 同 轴 的 贺 锥 体积 的 2 倍 . 


设 经 过 旋转 椭圆 体 的 轴 的 平面 与 旋转 椭 因 体面 相交 的 区 线 为 
WHA ABCD. HHHK 〈 即 轴 ) 为 AC. BD. POAR. 
在 与 AC ERR EIEL BD 为 直 答 的 圆 , 将 以 该 回 为 底 、 
六 为 项 点 的 圆锥 面 扩展 ， 所 得 锥 面 双 被 经 过 己 点 平行 于 该 圆锥 底 
的 平面 所 裁 ， 截 面 是 垂直 于 AC 的 平面 上 以 EF 为 直径 的 图， 
设 有 - BR, ME im hs p K. 以 ACHR. WK CA 至 五 ， 
使 AH % F CA. 
将 HC 视 为 杠杆 .4 为 其 中 点 . 
在 平行 四 边 形 LF 内 作 平 行 于 EF 的 任 一 直线 MN, bj RBI 
@# TA O, P, 与 AE. AF, AC 分 别 交 于 点 Q. K. S. 
现 苦 经 过 MN 作 与 AC AB B9 F 8, MEFR. Dei 
椭 国 体 和 圆锥 所 得 的 截面 分 别 是 以 MN, OP, QR 为 直径 的 圆 - 
因为 74=AC， 则 
HA : AS =CA : AS 
=EA : AQ 
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= M.S : SQ. 


JÁ. RI HA: AS= MS : MS + SQ. 
但 由 椭圆 的 性 质 存 


AS SC: SO SARK? K B2 
= AS: : SQ'. 


fF E. SG SOF -. AS? AS - SC 
=G : SQ - QM. 
因而 SO = SQ + QM. 


AA E SQ? # 
SY HSO SSQ SM. 
所 以 ,由 上 面 推导 的 结果 可 得 
HA: AS MS: (SO SQ) 
=MN:: (OPQR?) 
= (HU MN 为 直径 的 圆 ) : {以 OP 1 É E BU B| + 
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以 QR 为 直径 的 图 )， 

即 

HA : AS= (METAR) : (旋转 楷 回 体 中 的 辐 十 合 锥 中 
ñ 82. 

因此 ， 若 以 H 3 s ts k WA Me %5 mi IB 1& r Ag E 13 B] ge ra nya, 
那么 ， 处 于 原 位 置 上 的 圆柱 中 的 图 与 前 两 略 关 于 4 点 保持 平衡. 

同 理 , 直 这 样 的 平 而 , 即 该 于 面 冬 直 于 AC 并 且 经 过 平行 四 边 
J LF 内 平行 于 EF 的 任 一 其 它 直 线 ， 截 得 的 三 个 相应 的 截面 世 
有 类 似 的 结论 . 

如 果 我 们 以 同样 的 方法 讨 沦 所 有 这 二 类 加 ， 即 乘 直 于 AC 的 
平面 截 圆 福 ， 旋 转 椭圆 体 和 圆锥 所 得 的 岁 ， 而 且 所 有 这 三 类 圆 分 
别 组 成 上 述 三 种 图 形 ， 那 么 ， 可 以 得 出 ， 当 旋转 彬 圆 体 和 图 锥 # 
H 为 重心 放置 时 , 处 于 原 位 置 上 的 圆柱 将 与 二 者 关于 4 点 供 持 平 
衡 . 

HA K 为 图 柱 的 重心 知 有 

HA: AK= (R4) : CERRAH +AA AEF). 

但 五 4 一 24 天 ， 

二 是 有 Bft—2 (ieiki DM IK PPR AEF 

而 ”圆柱 一 3 《圆锥 AEF), [ LARE» XII 命题 10] 
所 以 圆锥 AEF=2 (hetk pE). 

XR EE=2BD H 

WHE AEF=—8 (圆锥 ABD), 

故 Mes Eak — Aa (AH ABD). 
AA FAESA = 2 ME ABD. 

M p. DEVBW, KXDY TIF AC. 设 有 MH. DL AC 为 
Bh. L VX. WY HH 4 BU BI TESIS. 

由 圆柱 YY =2 (BH V D) 

二 6 ¿(Bl ABD) 


@ “=e 
= EREE, 这 是 由 上 面 的 结论 得 到 
的 


命题 4 


二 角 敬 锥 曲面 〈 即 旋转 抛物 欧 ) m B 305 Er 
截取 的 部 分 的 体积 是 与 该 部 分 立体 癌 底 同 轴 的 圈 欠 体积 


1 
的 1 68. 


该 命题 能 用 我 们 所 说 的 方法 考察 ， 过 程 如 下 ， 

没 旋转 抛物 画 被 经 过 轴 的 平面 所 截 ， 截面 为 抛物 线 BAC, E 
又 被 另 一 恒 直 于 轴 的 平面 所 截 ， 该 平面 与 前 -平面 的 交 线 为 BC, 
延长 DA 至 五 , 即 延 长 旋转 折 物 面 被 垂直 于 轴 的 平面 所 截取 部 分 
的 胃 ， 使 HA 等 于 AD. 


W HD AEH, AAPA. 
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2 z: ea 

旋转 抛物 而 被 截取 部 分 的 诡 是 与 AD E SL J 3E LA BC 为 
直径 的 图 , VK S C) 以 后 面 的 图 为 底 、 A 为 顶点 的 图 镍 ，(2? 以 
同样 的 尖 为 底 、AD 为 畏 的 圆柱 . 

在 平行 四 边 形 EC 内 作 平 行 于 BC 的 任 一 直线 MN, AER 
过 MN 与 AD 垂直 的 平面 ,该 平面 截 圆柱 、 旋 转 抛物 面 所 得 截面 
分 别 是 以 MN. OP 为 直径 的 圆 ， 因 为 BAC 为 抛物 线 ，BD、 OS 
为 平行 丁 纵 标 方向 的 直线 ， 则 

DA: AS= RD? : Os’, 
或 HA: AS= MS: : SO. 
从 而 

HA: AS 一 (半径 为 MS MEAD : CEA OS WED 

= (Mph) : 《旋转 抛物 面 中 的 圆 )， 

因此 , Fu H JACKE AHPN, 那么 , 处 于 原 
位 置 上 的 圆柱 上 的 圆 将 与 前 者 关于 4 A PE fis. 

同 理 ， 由 这 样 的 平面 ， 即 该 平面 垂直 于 4 并 且 经 过 平行 四 
边 形 内 平行 于 BC 的 任 一 其 它 直线 ， 截 得 的 两 个 相 叔 的 圆 截面 也 
有 类似 的 结论 . 

所 以 ， 同 以 前 一 样 ， 如 果 考 虑 组 成 整个 圆柱 和 旋转 抛物 面 被 
截取 部 分 的 所 有 加 ,并 用 同样 的 方法 讨论 它们 , 那么 , 我 们 发 更， 
处 于 愿 位 置 上 的 圆柱 与 以 五 为 重 以 放 轩 的 旋转 抛物 面 被 戴 取 的 
部 分 关于 4 点 保持 平衡 . 

设 AD 的 中 点 为 下， 则 下 为 圆柱 的 重心 ， 
因而 HA: AK= (EH) : (旋转 殷 物 面 被 戴 取 的 部 分 ). 

于 是 圆柱 一 2《 旋 转 抛物 面 被 截取 的 部 分 )， 

x 圆柱 ==3 (HHE ABC), [ 《几何 原本 》 XI 命题 10] 


故 ”旋转 擅 物 面 被 截取 部 分 的 体积 二 方 


(圆锥 ABC). 


© zmay 


命题 5 


EASED ( 即 旋转 抛物 面 ) 被 手 直 于 输 的 平面 凯 
截 到 部 分 的 重心 位 于 该 被 蕉 下 部 分 的 轴 所 在 的 直线 上 ， 
并 县 分 该 直线 为 两 邵 分 ， 千 近 项 点 的 部 分 是 余下 部 分 的 
两 倍 . 


该 命题 用 这 种 方法 考察 如 下 . 
设 旋转 抛物 面 被 经 过 轴 的 平面 所 截 ， 截 面 为 殷 物 线 BAC, È 
又 被 另 -一 垂直 于 轴 的 平面 所 截 ， 该 平面 与 前 一 平面 的 交 线 为 网 
延长 DA EH, EPHE É he 35 9h 308 i %8 s A F 98 5 F I Pr $ Bz 
部 分 的 轴 ， 人 使 HA 等 了 AD, 48 DE 30 BA YE, À 为 其 中 点 . 
旋转 抛物 上 面 被 裁 取 部 分 的 底 是 与 4 万 垂直 的 平面 上 以 BC 为 
HERA, 又 设 有 一 圆锥 ,以 该 加 为 底 , A AMA ME AB. AC 
为 它 的 母线 . 
在 抛物 线 内 作 平行 于 纵 坐 标 方向 的 任 -直线 OP， 分 别 交 
AB. AD. AC T K Q. Š 
现 由 抛物 线 的 性 质 有 
BD: : OS2 = DA : AS 
= B) : QS 
= BD° : BD + QS. 
从 而 OS: = BD . QS. 
Bp BD : OS=05 : QS. 
rE BD: QS=0S: QS, 
但 BD : QS SAD: AS 
=HA : AS. 
因 而 HA: AS =OS: Q5? 
=Q : QR. 
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A 


MFE, A R OP 作 与 4 忆 重 直 的 平面 , 则 此 平面 截 旋 转 抛物 
面 和 圆锥 所 得 的 截面 分 别 为 以 OP、QR 为 直径 的 圆 ， 

因此 应 有 

HA: AS = (直径 为 OP RHA) : (直径 为 QR BJ Bl) 

二 (旋转 抛物 面 中 的 回 ) : 《圆锥 中 的 圆 ). 

进一步 可 知 , 处 于 原 位 置 上 的 施 转 抛物 面 中 的 回 与 以 玉 为 重 
心 放 置 的 较 维 中 的 圆 关 于 4 点 保持 平衡 . 

H., h FEFE. AF EEH F AD 并 且 经 过 抛物 线 内 
平行 于 纵 坐 标 方向 的 任 -其 它 直线 ， 戴 得 的 两 个 相应 的 图 形 截 面 
也 有 类 似 的 结论 ， 

因此 ， 对 于 分 别 组 成 旋转 抛物 而 被 截取 的 部 分 和 圆锥 的 所 有 
圆 形 截面 ， 按 照 同 前 一 样 的 方法 讨论 它们 ， 可 知 ， 处 于 原 位 置 上 
的 旋转 抛物 面 被 截取 的 部 分 与 以 H 为 重心 放置 的 圆锥 关于 A 点 
保持 平衡 . 

H T A 是 上 述 整 个 系统 的 重心 , 其 中 的 一 部 分 即 圆 锥 置 于 上 
面 所 述 位 置 上 时 , Eb H 点 ， 另 一 部 分 即 旋转 抛物 面 被 截取 部 
分 的 重心 位 于 HA 延长 线 上 革 点 天 处 ， 于 是 有 
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op ss ea 


一 


HA: AkK 一 ( 诈 转 抛物 面 被 截 取 部 分 ) : ME). 

但 ” 旅 转 抛物 面 被 截取 部 分 - — MM. [命题 4] 

Aii HA= AK, 

这 说 明 , 天 分 AD 的 两 部 分 有 关系 式 AK =2KD. 
命题 6 


半球 的 重心 位 于 其 轴 [所 在 的 直线 上 ]， 并 且 分 该 站 
线 为 如 下 两 部 分 , 舍 近 半球 面 的 部 分 与 余下 部 分 的 比 为 5 
比 3. 


设 球 被 经 过 中 心 的 平面 所 戴 ， 截 面 为 圆 ABCD, AC. BD 是 
该 圆 的 两 条 相互 冬 直 的 直径 ， 经 过 BD FEAT AC 的 平面 . 

这 一 平面 截 球 所 得 截面 是 以 BD 为 
直径 的 圆 . 

哆 证 有 一 圆锥 ， 以 后 面 所 说 的 图 为 
底 ，4 为 顶点， 

BH K CA EH, $ AH 3 CA, 
HC 视 为 杜 杆 ，4 为 其 中 点 . 

在 半圆 BAD 内 ， 作 平行 于 BD 的 
任 一 直线 DOP，5 ACT E, 与 圆锥 的 
两 条 母线 AB. AD 分 别 交 于 点 已, 民 , 连 
接 AO. 

经 过 OP 作 牌 直 于 AC BJ 3F 8, PZ 
平面 截 半球 所 得 的 截面 是 以 OP 为 直径 
的 贺 ， 截 圆锥 的 截面 是 以 QR 为 直径 的 
Bi. 


现在 知 有 
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HA: AE =AC : AE 
= AG : AE 
(OEH AE?) : AE 
(ORTQEY) : QE 
(直径 为 OP 的 圆 十 直径 为 QR AED = A 


l 


fe QR HA). 

因此 ,车 以 如 为 重心 放置 直径 为 QR 的 圆 ,， 那么 ， 处 丁 原 位 
置 上 的 直径 分 别 为 OP. QR 的 圆 与 前 者 关于 A 点 保持 平衡 . 

ASh h THETH OP., QR 的 两 圆 的 重心 ， 如 所 示 位 置 
革 合 在 一起， 是 -…… 

[命题 到 这 里 出 现 空 巴 , 但 按照 命题 8 中 解决 相应 的 、 但 更 困 
难 的 情形 所 用 的 方法 ， 可 以 容易 地 完成 证 明 . 

上 面 已 经 提 到 ， 处 于 原 位 置 上 的 、 直径 分 别 为 OP. QR 的 圆 
YUH 为 重心 放置 的 直径 为 QR 的 贺 关 于 及 点 保持 平衡 ,我 们 从 
这 里 继续 进行 推导 . 

由 经 过 AG EN HLEH T AG 的 其 他 平面 所 截 得 的 任何 一 
组 其 他 的 圆 截 面 关 十 A 点 也 有 类 似 的 关系 . 

那么 . 分 别 考 虚 充 满 半球 BAD ABE ABD 的 所 有 贺 ， 可 以 
发 更， 处 于 原 位 置 上 的 半球 BAD 和 圆锥 ABD 与 以 为 重心 放 
置 的 ， 与 圆锥 4BD 相间 的 男 一 辐 锥 关于 A 点 保持 平衡 . 

HERA M-- N 的 辆 柱 等 于 圆锥 ABD 的 体积 . 

于 是 晶 以 五 为 重心 放置 的 圆柱 M+N 与 处 于 原 位 置 上 的 于 
球 BAD, 贺 锥 4BD 保持 平衡 , 可 以 假定 , 圆柱 的 体积 为 M 的 部 
分 ， 以 五 为 重心 改 置 时 ， 与 处 于 原 位 置 上 的 圆锥 ABD ( 仅 其 一 
个 保持 平衡 ;从 而 以 瑟 为 重心 放置 的 圆柱 的 体积 为 入 的 部 分 与 
处 于 原 位 置 上 的 半球 (RER +T) 保持 平衡 ， 

现 设 圆锥 的 重心 在 点 处， 满足 AG=4GV, TE h H 8k) 
体积 M 与 圈 锥 ABD 平衡 可 知 


M: (HH) = AG + HA=Ż AC: AC, 


从 而 得 M= (Bi). 


但 M+N= (BM), 因此 入 一 训 圆锥). 

W S E RAS R U E W 点 ， 它 是 AG LARA. 

于 是 由 如 处 的 体积 入 只 与 半球 平衡 可 知 
(半球 ] : N=HA : AW. 

但 半球 BAD=? WHAE ABD， 

[ te eR #HE] it? 1 命题 34 和 前 面 的 命题 2] 


5 


X N= CB), XE h EMER, 


因此 有 2: —=HaA: AW 


jen 


=2 AG : AW. 
所 以 AW= AG, ZRI W A AW :WC 一 5 : 3 WARAN 
AG. | 


命题 7 
用 同样 的 方法 还 可 以 考察 命题 


[RR] 5 [BRER] 图 锥 [的 体积 之 比 等 于 球 
灶 熏 与 杂 玉 球 缺 的 高 度 之 和 比 上 作 下 球 缺 的 高 度 . j 


[这 里 出 静 脱 漏 ， 但 缺 挤 的 部 分 基 作 图 部 分 , 依据 图 形 它 是 很 
容易 理解 的 , 显然 ABD 是 所 说 的 球 缺 , 其 体积 要 与 同 底 同 高 的 图 
锥 进行 比较 . ) 

经 过 MN 作 垂 直 于 AC HPA., YERA. SARA 
z 忆 的 圆锥 所 得 的 截面 分 别 是 以 MN. OP. QR 为 直径 的 圆 . 
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用 同 以 前 一 样 的 方法 [参看 命题 z] 可 以 证 明 ， 如 果 直 径 为 
OF. QR 的 两 圆 都 移 至 互 处 ,使 五 为 它 科 的 重心 , 那么 ,处 十 原 
位 置 上 的 直径 为 YN 的 圆 与 前 两 圆 关于 4 点 保持 平衡 . 

FETE, A AG 为 商 的 圆柱 、 球 缺 和 圆锥 被 垂直 于 AC 的 
任 一 平面 上 所 截 得 的 各 组 贺 中 ， 每 组 中 的 三 个 贺 部 有 同样 的 结论 . 

因为 所 有 各 组 中 的 三 个 图 分 别 组 成 节 柱 、 球 缺 和 圆锥 ， 所 以 
可 以 推 郑 ,， 如 果 球 缺 和 圆锥 都 以 五 为 重心 放置 时 , 则 处 干 原 位 置 
EERS -者 之 和 关于 A 点 保持 平衡 . 

EW, VARR AG, 114 

AW=WG, AV =3VG. 
则 可 知 ，W RHH C V 是 圆锥 的 重心 . 
现 由 上 述 立 昼 处 于 平衡 状态 ， 知 有 
(圆柱 ) : (圆锥 AEF4 kik BAD) 
= HA : AW. 
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[证 明 的 余下 部 分 丢失 了 ,但 这 可 以 很 容易 地 做 如 下 的 补遗 ， 
现 知 有 
(圆锥 AEF +R BAD) : (圆柱 ) — AW : AC 
= AW + AC : AC™. 


但 (BUDE) : (M AEF) AC: CE 
— AC : s AG . 


因此 ， 册 等 量 代 换 有 
(圆锥 AEF 十 球 缺 BAD) : (圆锥 AEF) 


=AW - aC : lag 
=+AC : tac, 


于 是 有 (BRM BAD) : (圆锥 AEF) 


1 


= ‘(FAC ZAG) AG, 


tw |— 


x (圆锥 AEF) : (圆锥 ABD) = EG : De 
= AG : AG* GC 


= AG : GC 
Olup, Lace 
— AG : GC. 
故 由 等 量 代 换 得 
(PROR BAD) : (HÆ ABD) = CLAC- TAG ' +GC 
3 


[ 


I 


zAC— AG) : GC 


CyAC+GO) : GC. 1 


命题 8 
[有 关 命 题 内 容 的 确切 陈述 .人 必 图 的 开始 部 分 以 及 有 关 作 图 法 
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HJ JLA H gs bh ja T. 

然而 ， 由 命题 9 可 以 得 知 该 命题 的 内 容 . 其 内 容 ， 除 了 不 可 
能 谈 及 “ 任 - : 球 缺 ”外 ， 和 命题 5 一 定 是 相同 的 ， 因此 吕 以 捧 测 ， 
该 命题 似 是 关于 :类 球 缺 的 论述 ， 即 或 者 是 比 半 妹 大 的 球 缺 或 者 
是 比 半球 小 的 球 缺 ， 

海 怕 格 的 图 形 对 应 的 是 
比 举 球 大 的 情形 、 所 考察 的 
ER Wk B $R RL e A p Ag ER ik 
BAD, #k 8 5 3F t BA AHE 
图 法 由 图 中 所 示 显 然 是 很 清 
ÆA. ] 

延长 CA Bi £ H. O 
点 ， È HA ST AC, CO 等 
FERFI., W HC 为 杠杆 ， 
中 点 为 A. 

在 截 得 球 缺 的 平面 上 作 
U GAELG, 半径 (GE) 等 
+ AG HR, FREAAK., 
4 为 顶点 作 一 圆锥 ,4 五 、4F 
为 该 圆锥 的 母线 . 

过 AG 上 的 任 一 点 已 作 天 工 平行 于 EF, 与 球 缺 变 于 点 天 、 工 ， 
与 AE, AF 分 别 交 于 点 R. P. Æ AK. 

现 知 HA: AQ =CA + AQ 

= AK: : AQ 
(KQ'L+QAD : QA 
= (KQ'+ PQ) : PQ 
一 《直径 为 天 工 的 器 十 直径 为 PR 的 圆 } 
(直径 为 PR KAD. 
设 有 -- 辆 ,与 直径 为 PR 的 圆 相 等 ,以 五 为 重心 将 其 放置 ,于 


359 


ra 


e =E 
是 可 知 , 相 于 床位 置 上 的 直径 为 KL、PR BB BL E A H 为 重心 放置 
的 、 直 和 经 等 于 PR 的 上 述 网 关于 4 点 保持 平衡 . 
EH, X TE B T AG 的 任 - 其 它 平面 所 截 得 的 相应 的 图 
堆 面 也 有 类 似 的 结论 ， 
A. EA AR ABD 和 圆锥 AEF 的 所 有 圆 截面 ， 
可 以 发 现 ， PRE CERE ABD MBH AEF 与 假设 以 于 
为 重心 放置 时 的 圆锥 AEF 悍 持 平衡 . 
设 体 积 为 MAN 的 圆柱 等 于 以 4 为 顶点 ,以 EF 为 直径 的 贺 
PEIR 35 PJJ E ER. 
EV 点 划分 AG. 使 得 AG=4VG, B| V 是 圆锥 AEF 的 重心 ， 
“这 一 点 以 前 已 经 证 明 过 了 071.” 
REMEN 害 垂 直 于 轴 的 平面 所 截 , 使 得 ( 仅 ) 回 柱 M, 当 
以 五 为 重心 放置 时 ， 与 圆锥 AEF 平衡. 
因为 悬挂 于 如 处 的 圆柱 M+ N 与 处 于 原 位 置 上 的 球 缺 ABD 
和 圆锥 AEF 保持 平衡 、 而 M, EAT H K, 与 处 于 原 位 置 上 的 
圆锥 AEF 保持 平衡 , 所 以 可 以 推 知 , EET H 处 的 N tj bk TR 
Z LHR ABD 保持 平衡 ， 
Ash, (Rik ABD) : (圆锥 ABD) 
=0G: GC, 
“这 已 被 证 明 ”[ 参 在 《 论 球 和 圆柱 上 1.2 的 推论 ， 亦 即 前 面 的 命 
En 7 ]. 
及 《圆锥 ABD) : (MH AEF) 
一 (直径 为 BD 的 圆 ) : (直径 为 EF WAD 
=BD’:: EF: 
=BG : GE’ 
一 CC GA : GA? 
=G: GA. 
F B H S E Ú 6 8 
(ERa ABD) : (圆锥 AEF) 
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=0G : GA. 
fc AG 王权 点 三， 使 得 
AW : WG= (GA+4GU) : (GA+2GC). 
HEEJ 
GW : WA= (2GCA4 GA) : UGCHGA) 
由 合 比 定理 得 
GA: AW= (8GCH2GAY : (4GC+GA). 


x GO=— C6GC 十 2GCAY， [因为 GO—GC= > (CG+GA)] 


cv=4 UGEC+GA), 


因此 GA : AW=0G: CV, 
交换 内 项 ， 并 求 反 比 得 
OG : GA=CV : WA. 
所 氛 由 上 面 的 结论 应 有 
(RER ABD : (圆锥 AEF) =CV : WA. 
现在 由 重心 在 H 点 的 圆柱 M 与 重心 在 了 点 的 圆锥 AEF X: 
于 4 点 保持 平衡 ， 可 知 
〈 圆 难 AEF : (圆柱 MM) =HA AV 
一 C4 AV, 
又 圆锥 AEF= B fE 寺 十 N， 由 分 比 定理 和 反比 定理 可 得 
(圆柱 AO : (BHH N) = Av : CV. 


因此 由 合 比 定理 又 得 
(圆锥 AEF) : (圆柱 和 N) 一 CA : CVU 
一 五 4 CV. 
但 已 证 得 
( 球 缺 ABD) : (圆锥 AEF) =CV : WA, 
所 以 由 等 量 代 换 可 得 


GRE ABD : (圆柱 N) 一 HA : AW. 
上 面 已 经 证 得 ， 置 于 万 处 的 同 柱 N 与 处 于 原 位 置 上 的 球 缺 
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@ TELESE. 


ABD X: A SRTA., 因此 由 IT EBE N 的 重心 知 , W ER 
hh ABD 的 重心 . 


命题 9 
依然 用 同一 方法 可 以 考察 命题 . 


任 一 球 缺 的 重 必 位 于 其 轴 所 在 的 直线 上 ， 并 县 分 该 
直线 为 如 下 两 部 分 ， 考 近 球 缺 项 点 的 部 分 与 余下 部 分 之 
比 等 于 球 缺 的 轴 与 4 倍 的 余下 未 缺 的 轴 之 和 比 上 妹 缺 的 
轴 与 2 们 的 余下 球 缺 的 轴 之 和 . 


[由 于 该 命题 论述 的 是 “和 仔 - 球 缺 >， 而 且 结 论 和 前 一 命题 相 
同 ， 因 此 可 以 推断 ， 命 题 8 讨论 的 - 定 只 是 森 一 种 球 扇 ， 或 者 比 
半球 大 《如 海 伯 格 关 于 命题 8 的 图 形 所 示 } 或 者 比 尘 球 小 ， 现 在 
的 命题 就 两 种 情形 进行 了 证 明 ， 但 无 论 如 何 ， 这 只 需 在 图 形 上 作 
一 微小 变化 . ] 


命题 10 
按照 这 -- 方 法 还 可 以 兰 察 如 下 命题 . 


[ 钝 角 辟 锥 曲面 〈 即 族 转 双 介 面 ) 的 一 部 分 和 该 部 分 
TEAR [等 高 的 砚 锥 的 体积 之 比 等 于 该 部 分 立体 的 轴 
与 3 倍 的 ]】“ 附 加 轴 ”( 即 通过 双 曲 面 的 轴 的 双 曲 线 截面 的 
横 截 轴 之 半 ， 亦 即 在 该 部 分 立体 图 形 的 项 点 和 包 阁 辆 锥 
的 顶点 之 间 的 距离 ) 之 和 比 土 该 部 分 立体 图 形 的 轴 与 2 
倍 的 “附加 轴 ” 之 和 5 . 
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[这 是 在 《 论 劈 锥 曲面 体 与 旋转 精 圆 体 》 的 命题 25 中 已 经 得 
到 证 胡 的 定理 ],“ 另 外 还 有 许 煞 其 他 的 定理 ， 因 为 通过 前 述 的 俩 
子 ， 这 种 方法 已 经 很 清楚 了 ， 所 以 我 不 再 讨论 它们 ， 以 便 现 在 可 
以 着 手 进 行 上 面 提 到 的 定理 的 证 明 .” 


命题 11 


如 打 一 圆柱 内 接 隆 底 为 正方 形 的 走 楼 柱 ， 其 中 辐 柱 
势 丙 底 世 于 丙 相 对 的 正方 形 面 上 ， 图 柱 面 与 其 余 的 四 个 
和 矩 形 曾 相 切 ， 透 过 图 柱 的 一 底 国 的 国 心 与 另 一 底 国 相 切 
的 正方 形 的 一 边 作 一 平滑 ， 刻 出 该 平 珀 所 截 圈 柱 部 分 图 


形 的 体积 十 整 个 楼 柱 的 二. 


“这 一 命题 可 用 力学 方法 加 以 考察 , 企 我 能 够 清楚 地 表达 它 之 
后 ， 就 将 从 几何 稍 度 着 手 其 证 明 .” 

[按照 力学 方法 所 作 的 考察 包含 在 11、12 两 个 命题 里 ， 命 题 
13 给 出 另 一 种 解法 ,尽管 这 种 解法 没有 涉及 力学 知识 ,但 它 仍 具 
有 阿 基 米 德 所 谓 的 无 说 服 力 这 一 特性 ， 因 为 其 中 假设 了 主体 实际 
上 姑 由 平行 的 平面 截 耐 组成， 以 及 辅助 抛物 级 实 际 上 是 由 包含 在 
其 内 部 的 平行 直线 组 成 的 .命题 14 增加 了 确定 性 的 几何 证 明 . ] 

mF. HA- ARH., EHARA A H. 

HEERE- -FERR BEHAE HARA B. 5 
截 得 圆柱 的 一 部 分 [以 下 简称 部 分 圆柱 ] APAE. Ba 
截面 为 矩形 AB. 又 它 与 截 得 部 分 项 柱 的 平面 《该 平面 重 再 于 他 面 
AB) 的 交 线 是 直线 BC. 

W CD 为 楼 柱 和 圆柱 的 公 上 轴 ， EF B EJE, 经 过 EF fE 
Æ É T CD 的 平面 ,该 平面 截 楼 柱 所 得 的 截面 为 正方 形 , 截 圆柱 所 
得 截面 为 圆 ， 


@ G em 


设 MN 为 截 得 的 正方 形 截 面 ， D B 
OPQR H PRIA. EM S E jy 
Kul p a O. P. Q. R [第 一 个 
BE ES FESORO Q E U 
合 ]. 2 H Hmi. F G 

设 KLEA EF iH Ft 
i Ah 05 3. hi = 849 BB zy PA EE AS P tü 
的 交 线 ,双开 工 被 HQ 平分 [ 且 经 
过 IIIQ 的 中 点 .| 

EMW- RK 比如 5ST, 使 À C€ v Y 
其 与 IIQ p PC R 386 A p W , Hit 


ST oB T OQ BJ F mi. # TA 
OPQR Er +f E 8 P) B B 8 E E. 
以 半 贺 PQR AP PRB. Ë +E 


轴 为 高 的 半圆 柱 被 该 平面 所 截 ， 截 O J Q 
5 


hi ARGE. 它 的 -- 过 等 于 SIT， 另 一 
边 为 圆锥 的 刷 线 ， 同 时 所 截 得 的 部 
分 圆 扯 也 被 该 平面 所 截 . 截面 也 为 
一 矩形 , 其 一 边 等 于 ST，, 另 一 边 等 
于 全 下行 于 (第 -~ 个 图 中 的 》 UV. 
UV FHF BY, # RHEE DE 的 过 ECG 方向 , 截 得 等 于 QW 
的 一 段 El. 
现 由 ECHE. VI FÍT GC 得 
EG : GI =YC : CV 
= BY + uv 
= (f TERHET AEREO : (位 
于 部 分 圆柱 中 的 矩形 5. 
X Eq IQ. CIS IIW. QH=OH. 
所 以 OH : HW = GTER 9 EJE) :〈 位 于 部 分 圆柱 中 的 
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H HZ), 

假设 将 位 于 部 分 圆柱 中 的 第 形 移 至 已 处 ,使 驴 为 其 重心 ， 双 
般 设 OQ 为 杠杆 ， 殖 为 其 中 点 . 

HEt W Eitt PR rH BJ 8 J 09] si U X E ü Br 2 H HEA 
当 部 分 圆柱 中 的 矩形 以 吕 为 重心 放置 时 ,处 于 原 位 置 上 时 重心 为 
W 的 半圆 柱 中 的 抠 拒 与 前 者 关于 H 保持 平衡. 

jE] FE. h An F Ph ye RHE- em, BB Ya E 8. F OQ 3F H. 2 pf 
半圆 POR PEE T OQ 的 任 HE3, aih gE E W Hi JE R WT 
类 似 的 结论 . 

如 有 果 基 虑 分 别 组 成 半圆 柱 和 部 分 圆 福 的 所 有 知 形 , 则 可 推 知 ， 
当 所 截 得 的 部 分 贺 术 以 为 重心 放置 时 , 处 于 原 位 置 上 的 下 圆柱 
与 前 者 关于 H 保持 平衡 ， 


命题 12 


将 垂直 于 轴 的 正方 形 MN HAB OPOR 和 它 的 直径 
OQ. PR 单独 画 出 . 


连接 HG, HM, 经 过 这 两 条 直线 分 别 作 两 平面 , 使 其 与 圆 所 
#E J 3 ñL e. JE BEF fFF m AAT E E. 
这 时 可 得 以 三 角形 GHM 为 截面 、 商 等 于 图 柱 轴 的 棱柱 ， 该 


棱柱 的 体积 是 最 初 外 切 于 圆柱 的 楼 柱 体 的 二 


作 平 行 于 OOQ 是 与 其 等 距 高 的 直线 天 、UT, 与 圆 分 别 交 二 
MN K. T, 与 RP + 5 S. F, E GH. HM mj K W. V. 

PLK. UT fE J £ F PR 的 平面 ,并 于 图 所 在 平面 的 两 侧 扩 
展 它 们 ， 这 两 个 平面 在 半圆 柱 POR 和 棱柱 ClIM 中 产生 四 个 平 
行 四 边 形 截面 ， 它 们 的 高 等 十 车 柱 的 轴 ， 另 :过 分 别 等 于 五 S、 
TE, LW. UV 
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L HE BH 8) 3: F nb +y E: ñb js BJ , 
但 是 ， WAGA, EA ELB 
AOR 8 HB K HH r FH (# J 09 25 ë 
以 及 得 到 这 -结论 上 所 用 的 方法 . 

阿 苦 米 德 想 要 证 明 分 别处 于 
项 位 置 上 的 半圆 柱 POR # Ë kt 
GHM 关于 定点 H 保持 平衡 ， 

他 必须 首先 证 明 分 别处 于 原 
位 置 上 的 微 元 《1 u= KS BJ 5 
形 和 (2) 边 二 LW 的 算 形 关于 3 保持 平衡 ， 世 就 是 说 ， 要 先 证 明 
分 别 姓 于 原 位 置 上 的 直线 SK 和 LW 基于 5 保持 平衡 . 

现 知 (B) OPQR 的 半径 =SK: 浅 SH， 


即 SL:=SK:1+SW:, 

因此 LS:— SW:= SK?’, 

从 而 LSTSWY - LW—SK:. 

由 此 得 r: (LS-+ SW) : LSK=SK : LW. 


XL OLS-SW) E LW 的 重心 与 5 点 的 距离 , SK 是 SK 


的 重心 与 5 点 的 路 离 . 

因而 ,分 别处 于 原 位 置 上 的 SK 各 LW 关于 上 点 保持 平衡 

同 奉 ， 对 其 他 相应 的 矩形 也 有 类 和 似 的 结论 . 

考虑 分 别 位 于 半 贺 柱 和 楼 柱 中 的 所 有 和 矩形 微 元 ,可 以 发 现 , 分 
别处 于 原 位 置 上 的 半 困 村 POR 和 棱柱 CHM AFH 点 保持 平 
fi. 

从 这 一 结果 和 命题 11 pige, B| y 2 HE Hi H AEE 849 55 WÉ 
分 圆柱 的 体积 . 因为 命题 11 表明 ;以 OQ 为 重心 放置 的 部 分 圆柱 与 
处 于 穆 位 置 上 的 半圆 柱 〈 关 于 五 )》 保持 平衡 ,根据 命题 12， 在 平 
圆 梓 所 在 的 位 置 上 ,可 以 用 楼 柱 如 瑟 好 REA, MHR FRP 
将 楼 柱 CHM 内 相反 方向 旋转 ， 如 此 放置 的 楼 柱 的 重心 位 于 HQ 


F 的 某 点 处 《比如 说 Z 点 )， 满 趾 HZ= HQ. 
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Ai, BO ike ET R B.C yt. MA 


(部 分 圆柱 》 : GAWD 一 人 11Q : OH 
一 上 :3， 
M (部 分 阅 柱 ) = GHE GHM) 
一 十 〔 散 初 的 桩 杜 》- 


注 记 ”这 一 命题 同时 也 解决 了 求 半 测 柱 即 半圆 的 重心 问题 . 
因为 寻 于 原 位 置 上 的 三 角形 GHM 与 同样 处 于 原 位 置 上 的 半圆 
PQR X-3 H hikt Yt. 

于 是 ， 若 设 IIIQ 上 的 点 为 半圆 的 重心 ， 则 有 


Ho ` CAGHM) = HX + CHA PQR), 


2 


即 SHO. HO'= HX + ru: . HO, 


4 
亦 即 HX= 了 HQ. 1 
命题 13 


设 有 一 底 为 企 方形 的 寺村 柱 , 其 中 一 底 为 ABCD, 在 
楼 柱 皇 内 接 一 横 柱 ， 它 的 底 为 外 EFGH, 与 正方 形 ABCD 
的 各 边 切 于 点 E、F、G、 H. 

经 过 利 心 和 与 ABCD 相对 的 另 一 正方 形 并 而 中 对 应 
于 CD 的 边 作 一 平面 *， 这 将 蕉 得 一 梳 柱 习 ， 其 体积 定 原 
BESI. 它 由 三 个 平行 四 边 形 和 两 个 三 角形 组 成 , 其 中 


的 两 个 三 角形 形成 两 相对 的 底面 . 


在 半圆 EFG 内 作 以 FK AALA E GAARD, 再 
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作 MN 平行 于 KF, 32 GE TOS M. B$ SR F sa L. PETA O. 
CD PAN. 


FR MN - NL=NE:, ~ 

asiy F = ; . i RN 

jk ERRI [S A E pk e BJ N 
AR l] [SE 

EMN BR OF GK 3 KF. H F 


从 而 MN : NL =ÇGKš : 
LS”. Ë Z 

过 mw EET Ec; 的 六 
商 , 由 此 可 得 截面 (1) Copa] A š 2 
个 楼 柱 上 截 得 的 楼 柱 和 中 的 直角 三 角形 ， 它 的 底 边 是 MN, Ó É 
边 下 NN 点 重 直 于 平面 ABCD 是 等 于 圆柱 的 轴 ， 斜 边 在 截图 柱 的 
平面 x T, C2) 信 于 所 截 得 的 部 分 图 柱 中 的 直角 于 角形, 它 的 底 边 
是 MO, WPL E T O 点 垂直 二 平面 天 N 的 部 分 圆柱 的 母线 ,条 


边 是 …… (PPE e E.) 
[这 里 出 现 脱 漏 ， 可 作 如 下 填补 ， 


因为 MN : NL =GK: : L 
= MN: : L.S°. 
所 以 应 有 MN: ML =MN’: (MN? LS’) 
一 MY : (MN:— MK’) 
一 上 Na : MÆ. 


但 位 于 (1) 楼 柱 之 中 的 三 角形 与 位 于 (2) 部 分 圆柱 中 的 三 
第 形 的 面积 之 比 为 MN : MO. 
因而 
《棱柱 > 中 的 六) :者 分 圆柱 中 的 入 ) 
=MN : ML 
一 《矩形 DG 中 的 直线 ) : ‘抛物线 中 的 直线 ). 
现在 普 虑 分 别 在 捷 柱 之 ,部 分 圆柱 , 征 形 DG 和 抛物 线 EFG 
中 的 所 有 相应 的 给 元 .] 
h H 
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《棱柱 2 中 的 所 有 入 》 : 〔 部 分 圆柱 中 的 所 在心 》 
一 (第 形 DG 中 的 所 有 有 直线》 : (抛物 线 和 和 
EG 间 的 所 有 直线 ). 
而 楼 柱 纪 由 含 于 其 内 的 三 角形 组 成 ,i 部 分 圆柱 由 含 于 其 内 
的 三 角形 组 成 ], 矩形 DG 由 其 内 平行 于 KF 的 直线 组 成 , 抛物 线 
弓形 由 截 于 其 周 线 和 EG 间 且 平行 于 下 FF HARAR. FER 
SEDO :《 部 分 圆柱 ) 
一 (矩形 GD) : WPR o JE 
EFG), 
x SE GD— 2 (MARSE EFC), 
“这 在 我 早期 的 论文 里 已 经 证 明了 .” 
L 《 求 抛 物 线 己 形 的 面积 杂 


因此 ERIS (WA). 


如 果 以 2 AETR 88 3F B tt MER BJ 8 E D 09 EBU 3.333019 
外 切 于 圆柱 的 楼 柱 体 积 是 12 该 楼 柱 体积 是 前 一 楼 柱 的 4 信 ). 
MAESE ES). 

[上 述 命题 和 下 ARERR 8 2 Ab E T MARE- RM 
助 曲线 ， 引 进 它 的 目的 具 是 为 了 把 求 积 问题 转化 为 已 知 的 抛物 线 
求 积 问题 . ] 


命题 14 


设 有 一 抵 为 正方 形 的 间 棱 柱 ， 上 其 中 内 接 一 圆柱 ， 辆 
柱 的 一 个 抵 位 于 正方 形 ABCD 上 并 与 上 各 边 切 于 点 E、F、 
G.H. 又 国术 被 一 平 而 所 堆 , 该 平面 经 过 EG 和 与 ABCD 
相对 的 正方 形 宅 面 中 对 府 于 CD 的 边 . 3 

Ay c. 从 上 述 棱柱 长 得 又 一 棱柱 二 ， 从 固 柱 截 得 
其 一 部 分 . 
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@ “ZP. 


可 以 证 明 , 该 平面 所 堆 得 的 辆 柱 的 一 部 分 [以 下 简称 部 分 
BE] 的 体积 是 隔 棱柱 的 二 


但 必须 先 证 明 ， 可 使 卡 体 图 形 内 接 和 外 接 于 部 分 圆柱 ， 这 样 
的 主体 妓 形 由 高 相等 、 麻 为 相似 三 角形 的 楼 柱 组 成 ， 并 且 满 足 外 
接 图 形 与 内 接 图 形 之 盖 小 平 任何 指定 的 量 …… 

E 2 uE RH 
GEID <Ü (PGE TERA BD it ED. 
岗 知 
(棱柱 > ) : (内 接 图 形 ) 
-BE DC: (内 接 十 皂 物 线 马 形 的 所 有 和 捧 形 》， 
所 以 WE DG<— MURI ë cP Bb BUH 836) , 
这 是 不 可 能 的 , NA “ BJ 4k C: 22 BF BB ” AE DG ARERR 


又 〈 组 成 楼 柱 > 的 所 有 楼 柱 ) + 《组 成 外 接 图 形 的 所 有 楼 柱 ) 
= (HRR DG BSN ME) : (组 成 抛物 线 号 形 的 外 接 图 形 的 
所 有 矩形 )， 
于 是 有 

REID : (部 分 圆柱 的 外 接 图 形 ). 

= ŒE DG) : (Pk JÉ i FK). 

TH FH >F ñi o 98 83 B) EEE 2 Bi Tk sn — sk J T 28 2y [B $E B) sr E 

REM o 
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[在 几何 证 明 的 论述 中 有 儿 处 大 的 间断 ,但 其 中 所 用 的 证 明 方 
法 即 穷 竟 法 及 其 运用 于 此 处 和 其 他 地 方 时 所 具有 的 相似 性 是 很 清 
楚 的 ， 第 一 处 间断 表明 出 棱柱 组 成 的 立体 图 形 分 别 外 接 和 内 接 士 
部 分 圆柱 ， 这 些 楼 柱 的 冶 面 是 相互 平行 的 三 角形 ， 它 们 垂直 于 命 
题 13 的 图 形 中 上 所 示 的 GE， 并 把 GE 分 成 任意 小 的 等 份 ， 这 样 的 
三 狠 形 所 在 的 于 面 截 部 分 圆柱 所 得 的 三 前 形 截 面 是 内 接 和 外 接 直 
ERARA. 在 由 截 得 部 分 圆柱 的 平面 a 截 得 的 . 立 于 CD 上 
的 楼 柱 闷 中 .这 些 平面 也 截 得 一 些小 棱柱 ， 

那些 三 角形 所 在 的 平行 平面 分 GE MERDA EEB, A 
保证 外 接 图 形 与 内 接 图 形 之 差 小 于 所 指定 的 微小 量 . 


证 明 的 第 二 部 分 由 假设 部 分 圆柱 的 体积 > 楼 性 习 体 积 的 生 


F. 通过 利用 辅助 抛物 线 及 命题 13 中 用 过 的 比例 式 
MN : ML= MN: : M, 
这 一 假设 被 征明 是 不 成 立 的 . 

出 掉 部 分 的 证 明 可 填补 如 下 5! 

附 图 中 岩 示 出 (1) 外 接 于 部 分 圆柱 的 第 一 个 小 棱柱 ，《2》 纵 
标 线 OM 附近 的 两 个 小 棱柱 ,左边 一 个 是 外 接 的 ,右边 一 个 《与 
左边 一 个 体积 相等 ) 是 内 接 的 ， (3)》 HMU T EF gË J PR H E Pë 
柱 2 (CC'GEDD ) 的 一 部 分 小 楼 柱 ， 其 中 楼 柱 之 的 体积 是 原 楼 
He. 

B.A B 2 p ER th #F F A E T SB BD 0 p DREE, 
些小 矩形 恰好 对 应 于 第 一 个 图 形 中 的 外 接 和 内 接 小 棱柱 (在 两 图 
形 中 ,GM 的 长 讼 是 相同 的 ,小 矩形 的 宽度 与 小 棱柱 的 高 度 相 同 )， 
此 外 ， 形 成 矩形 GD 的 一 部 分 的 相应 的 小 矩形 也 被 类 似 地 表示 出 
来 . 

为 方便 起 见 , 假定 将 GE 划分 成 偶数 等 份 ,以 使 GK 含有 共 中 
的 整数 份 数 ， 


@ “=E 


出 士 简洁 性 ， 以 QM 为 楼 的 两 个 
小 楼 杜 ， 其 中 得-- 个 都 称 为 “小 校 柱 
1O”; 区 aVRN 为 公共 底面 的 小 楼 
柱 ， 和 一 个 都 称 为 “小 棱柱 (N). ”类 
似 地 ， 第 . :个 图 形 中 有 关 辅 助 抛 物 线 
的 相应 元 率 可 相应 地 缩 记 为 “小 矩形 
(7” 和 “小 矩形 (ND. 

巩 仁 容易 看 出 ， 所 有 外 接 楼 柱 组 
成 的 图 形 与 所 有 内 接 楼 柱 组 成 的 图 形 
之 差 为 紧 接 FK 的 最 后 -个 外接 棱柱 
的 2 税 , 路 “小 楼 柱 (N)” 的 2 倍 , 由 
于 这 个 小 楼 柱 的 高 度 ， 通 过 将 GK 划 


E 


C 


D 


分 成 足够 小 的 份 ， 可 任意 小 ， 因 此 可 知 ， 可 作 由 小 棱柱 组 成 的 内 


接 和 外 接 阐 体 图形 ， 使 它们 的 差 小 于 任 一 指定 前 立体 图 形 . 


(1) Riz 


CHAY AL) >= EHI, 
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即 ( 校 柱 交 ) 一 (CAFE. 


A Diz REDD — 3 (RARE OX), 


作 巾 小 棱柱 组 成 的 外 接 和 内 接 图 形 、 使 得 
(外接 图 形 ) 一 (内 接 图 形 ) <X, 


则 (内 接 图 形 ) > ( 奸 接 图 形 一 XX) 
进一步 => (a BX). 
FERA 


REID < (WREE. 


现在 考虑 分 别 位 于 棱柱 >, 和 内 接 图 形 中 的 小 棱柱， 有 
小 楼 柱 (N) :小 棱柱 0O) SMN’: MO 
=MN:ML ETE 同 命题 13] 
=H JE (N) : 小 矩形 (L). 
Hi IH; RI RE 3 
D OMEN) : > {小 楼 柱 (0O)} 
=2 ;小 矩形 NO: 2 { 小 矩形 ¿(Z)). 
‘的确, 第 一 项 里 的 小 校 柱 和 第 三 项 里 的 小 给 形 分 别 比 第 二 项 
和 第 四 项 多 两 个 ， 不 过 这 没有 关系 ， 因 为 以 公 因 子 比 如 G — 
2) 栈 第 一 项 币 第 三 项 并 不 影响 上 血 的 比例 或 , 参看 本 论文 的 序言 
结尾 处 引 自 《 论 壁 锥 曲面 体 与 旋转 栖 贺 体 》 中 的 命题 . O 


从 而 
(EM : 《内 接 于 部 分 赔 柱 的 焰 形 ) 
一 (得 形 GD) : 《内 接 十 抛物 线 的 图 形 ) 
fB E r= uE l 
REDD 二 《内 接 于 部 分 圈 术 的 图 形 )， 


因此 OPE GD) <È (内 楼 干 抛物 线 的 图 撒 》， 
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@ EE 


ot 
(EB GD) <Ë MARZH), 
这 是 不 可 能 的 ， 因 为 
3 


《矩形 GD) => (GWS), 


故 
(部 分 圆柱 RAFE GOE). 
(2) 第 二 处 间断 ~… 定 以 推翻 另 一 种 可 能 的 假设 开始 ， 即 假设 
部 分 国 柱 的 体积 二 楼 柱 半 体积 的 二 ， 
此 时 的 假设 也 就 是 
WED >F GRBE, 
作 由 小 棱柱 组 成 的 外 接 和 内 接 图 形 ， 使 得 
RED > 半 《 外 接 于 部 分 圆柱 的 图 形 ). 


现在 考虑 分 别 位 于 所 截 得 的 棱柱 之 和 外 接 图 形 中 的 小 楼 柱 ， 
间 样 按照 前 面 的 推理 ， 可 得 


OREDO : (外接 于 部 分 圆柱 的 图 形 》 
= (ECD) : {外接 于 抛物 线 的 图 形 )， 

由 此 可 推 知 

(矩形 GD) >> 半 〈 和 外接 于 抛物 线 的 图 形 )， 
进一步 有 

(矩形 GD) >: MURIH), 
这 是 不 可 能 的 ， 因 为 
3 


GE GD) = (32k a J). 
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因此 
(部 分 圆柱 ) 不 小 于 过 ES. 


又 已 证 明 它 们 之 间 的 不 太 于 关系 ， 所 以 
2 


GHEH =F RED) 
一 证 最初 的 楼 柱 ). ] 
命题 15 


[该 命题 已 经 失传 了 ， 这 篇 论文 的 序言 里 曾 提 到 两 个 特殊 的 
问题 ， 它 旦 对 共 中 的 第 二 个 问题 所 散 的 力学 考察 ， 即 用 力学 方法 
考察 两 图 柱 间 所 含 图 形 的 体积 .其 中 每 个 圆柱 都 内 接 杆 同 -个 立 
方 体 ， 每 个 圆柱 的 相对 的 底面 位 于 立方 体 的 两 个 相对 的 面 、 并 
且 共 表面 与 立方 体 的 其 余 四 个 面相 切 . 


塞 乌 腾 已 经 说 明 在 这 种 情况 下 如 何 应 用 力学 方法 I??l 

附 图 中 的 VWTYX 是 立方 体 被 一 平面 所 截 而 得 的 “个 截面 ， 
该 平面 《 即 纸 夯 ) 经 过 内 搂 于 立方 体 的 一 个 圆柱 的 轴 BD 且 平 行 于 
六 上 方 体 两 相对 的 面 . 

该 平面 截 另 -- 内 接 圆 柱 所 得 的 截 而 为 圆 ABCD， 其 中 庐 阅 柱 
的 轴 重 直 于 纸 面 , 扩展 戴 面 VWYX 所 看 平面 的 陋 侧 ,使 左 、 右 两 
出 延伸 的 距离 等 于 圆 半 径 或 立方 性 边 长 之 半 . 

AC EA ABCD 的 直径 ， 且 与 BD E. 

连接 AB, AD 并 延长 ,与 圆 ABCD # C SKD PER E T E. F. 

则 £C =CF=CA. 

设 LG 为 圆 ABCD E A BKR, FEE EFGL. 

经 过 BD # BT AK HHR A i RE. IA 有 A 点 到 该 
截面 的 四 个 角 作 直线 ,这 些 直 线 , 如果 被 延长 将 与 下 述 平面 交 于 
四 点 . 即 立 方 体 与 4 相对 的 那个 面 所 在 的 平面 ,所 得 的 四 个 交点 
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fE i F I EER EA EA f, E Jy o BJ Ke S F EF 或 立方 
IK u) K BJ B 48 TELLA 为 顶点 ,以 后 面 所 述 正 方形 为 底 可 得 -- 
作为 该 楼 能 同 底 同 高 的 棱柱 《平行 六 面体 7. 
在 平行 四 边 形 LF AY THF EF 的 任 一 直线 MN, 再 过 
MN EET AC 的 平面 
HEME - 
(1) 包含 在 两 图 柱 之 间 的 立体 得 边 长 等 于 OP 的 正方 形 ， 
(2) BRAKET MN 的 正方 形 ， 
(3) 杰 锥 得 边 长 等 于 QR 的 正方 形 . 
延长 CA &@ H, E HAYT AC, W RC 为 杠杆. 
问 命题 2 - 样 ， 让 于 AS 一 4C，QS 一 45， 则 有 
M.S + SQ =CA + AS 
= AG: 
=OS" SQ. 
同样 也 有 
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A ÇV iB E HB His t Re ye 6 ML) 69 (Es 3 和 ¿oR ph pik s HE BL El Do r i 
3 中 类 似 的 表达 ， 

[16] “在 看 腊 语 文本 中 支配 ri yeoperpoupeuTh arogetsty 的 词 是 rasoptev， 这 
是 一 个 看 上 去 合 灶 的， 因而 很 准 翻译 的 鹿 ， 汐 伯 格 的 翻译 但 平 rosopev 意 指 
“我 们 将 在 直面 给 “或 “以 后 f 32 EH] Th. Reinach 的 观点 (Revue generale 
des sciences pures et appliquées, 30 November 1907, p. 918)， 他 认为 阿 基 
米 德 是 否 以 了 诗 录 的 形式 文 一 次 完整 写 出 如 他 所 说 已 经 公布 的 让 明 【应 该 在 
¢ 求 抛物 线 马 拱 的 面积 》 中 公布 的 } 这 一 点 是 值得 怀疑 的 ，ratopey, 如 果 正 确 
的 话 。 号 然 应 该 解释 为 “我 们 将 提供 *”、“ 给 出 ”或 “* 措 由 

[17] 和 套 看 《 阿 基 米 德 解决 力学 问题 的 方法 - MENEE) HAES). 
[18] 阿 基 来 人 德 迁 回 地 得 到 这 一 结果 ,实际 上 该 结果 刊 用 换 比 定理 (Conver- 
tendo) 立刻 可 得 . £ 3 Eucl. X.14 

[19] 在 原文 的 最 后 一 行 里 是 “三 属 ”《rprhamav) 而 不 是 “PIB”, H-P fE 
接近 最 后 的 风行 里 月 机 当 大 的 空白 ,所 试 关于 旋转 有 此 面 的 一 部 分 的 重心 的 
定理 可 能 已 经 脱落 了 ， 

[20] W 362 BE Bibliotheca Marhematicab W, 1906—7, pp- 352 一 3 中 
EF H. 

[21] 应 该 指出 ,Th. Reinach 在 一 篇 论文 (“Un Trnité de Géométrie inèdit 
d'Archiméde “ in Revue générale des sciences pures et appliquées. 30 Nov. 
and 15 Dee, 1900 的 译文 中 已 经 对 此 做 了 填补 ,但 我 更 堪 向 于 叙述 我 本 人 
所 作 的 填补 . 

[22] 见 塞 蕊 腺 在 《数字 文库 Wa, 1906—7, pp. 356—7 中 所 讲 . 
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阿 基 米 德 的 正七 边 形 作 图 法 '" 


在 施 科 颁 (Schoy) 对 穆斯林 数字 的 研究 过 程 中 , WENT 
本 上 申 撤 比 *， 佬 本 ， 库 拉 翻 译 的 阿拉 们 文 手稿 ， 这 是 另 :篇 未 为 人 
知 的 阿 基 米 德 的 论文 , 在 斯 科 刁 死 后 于 1927 年 印刷 出 版 . 这 篇 论 
LERA 《〈 必 为 第 二 六 个 也 是 最 后 一 个 命题 阿 其 米 德 正 七 边 形 
作 均 法 ， 下 面 的 介绍 来 自 特 洛 普 克 (Tropiko) 的 德 文 版 5， 

(a) 我 们 从 图 上 的 给 定 线段 AB 开始 作 图. 在 AB 上 作 一 正方 
Jë AFER., Bj ñ Z WJ XF 2 AE, HRE AB I B AMHER. FE 
我 们 来 用 端点 作 图 法 ;过 点 下 作 一 直线 ,转动 此 直线 直到 它 与 AE 
以 及 边 FE 之 间 所 图 的 面积 等 于 该 线 与 边 BE 以 及 AB 在 如 外 的 
延长 线 之 间 所 围 的 面积 . S FD 表示 该 直线 的 位 置 ; 和 而 相等 的 而 积 
就 是 图 上 的 阴影 面积 ，FD Lx zk BS pG. U BE H3 T H, 
同时 4 延长 到 D. H OE ARET F BE, HB 3 ABR p C. X 
FE +K. 上面 我 们 米 说 时 四 个 共 线 点 A. B. C. D W8 2 F 508 
个 方程 ， 


AB + AC= BD, GD 
CD- CB— ACF. (u) 
MEHA F: HH T p °F DM SE 09 2 8 E mO 8 3. OUT ml 
GK * FE=RH - BP. 或 
BH FE 
GK BD: H 
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fB HHD 相似 于 三 角形 GKF, WEB IS ETIS E B Z fll 
JE. HA F AA DAHAS HERMS 
BH _ BD 
GK FK 
从 方 得 (1) 和 (2)5 可知 


FE_ BD 

BD FEK’ 
HERE FE FK=RIF. 用 AR SAR FE, AC It E FK, 就 得 到 
Y G> =, HH 

AB + AC= BD}. 
现在 ， 注 意 以 三 角形 FKG 相似 十 三 角形 DCC， 可 知 
GK . CD=FK + GC, (3) 

因为 AE 是 正方 形 的 对 角 线 ，AGAC 和 GEK MRE 45°, HE 
GC=AC,GK=KE. X FK=AC, KE=GK=CB. Jm. W CB 
KP (3) 中 的 GK，AC 代替 FK 和 GC, 可 得 到 CB - CD= AC. 
(n) AIR. 

至 此 ， 心 急 的 污 下 可 能 会 党 得 奇怪 ， 做 这 些 事 与 七 边 形 有 征 
ARR. 在 回忆 干 述 经 常 要 用 到 的 一 个 定理 ( 见 图 ). 我 们 就 会 知 
道 其 中 的 联系 了 . 定理 说 : Praha PETA ERE AR 的 -W|. FR 
HAPB 为 - -给 定 角 a , 则 动 点 三 的 轨迹 是 一 条 由 蔬 AB 和 角 a 所 
确定 的 圆 驱 : 人 人 APB 一 a 是 用 位 于 AB 另 - 俩 的 圆 弧 长 的 - 半 来 
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W) 上 图 中 ， 直 线 AD 是 一 条 与 前 图 的 直线 AD 一样 ， 满 足 
AB + AC= BD, G) 
CD - CB= AC:. Gi) 
AEA E, i CE=CA 和 BE=BD. 
然后 ， 作 三 角形 AED AskA GE pA) WE., £ 
们 可 以 断定 4 五 就 是 内 接 计 该 加 的 正七 边 形 的 边 ， 
这 一 论断 的 证 明 并 不 简单 ， 但 较 之 结果 之 惊人 就 不 算 太 复杂 


首先 ,我 们 看 出 三 角形 EBD 是 等 胁 三 角形 , 它 的 两 个 底 角 = 
是 相等 的 ， 同 样 ， 三 角形 ACE KRAKS, HEE L. 
现在 我 们 延长 EB 和 EC, EHHA SEHFE AG. 而 出 
AF, JE H Jetzt EG 的 交点 ， 连 结 NAB RIK, 而 点 
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5 > @ 
ERR 1: 65 8 E + TTE w? 6 I E Big aM AFE 和 DE R 
H 2a; 因此 一 Fa4=o， 二 4FRa， 把 它们 标 在 图 上 ， 

注意 到 EBA 是 三 角形 EBD Z B Ath, ESTAR 
形 中 其 它 两 前 之 和 2a， 把 它 也 标 上 上 . 现在 我 们 利用 条 件 CG), E 
Ë 


CD AC 


AC CR' 
而 由 于 AC=EC, WA 
CD_ EC 
EC CB. 
这 就 是 说 三 角形 BEC 和 三 角形 EDC 相似 ; X KS C l i C w 
有 公共 角 并 有 一 对 对 应 边 成 比例 . 从 而 一 BEC 一 ea (将 它 标 上 ), 而 
EI GF 为 2u 并 等 于 AE 和 DF 
MEDA AC 相等 ,它们 各 为 2#. 如 果 我 们 能 指出 8 二 2a, 我 
们 也 就 完成 了 全 部 迹 明 . 因为 这 样 我 们 就 得 到 : 张 AFE 是 整个 加 周 
的 七 分 之 -. 为 此 , 我 们 注意 , 由 于 线段 态 B 3132 A AR E sx 
Ha, WARME EE HB 为 纺 的 圆 听 上， 换言之 ,四 过 
JE AHBE 是 一 个 内 接 四 边 形 , 它 的 外 接 图 已 经 画 在 医 上 ., 在 此 图 
L, HKH PWE EBM AH, 因此 这 两 条 弦 相等 , 继 之 , 在 五 
点 对 着 芝 AE 的 角 等 于 在 B AI AE 张 (已 标 出 ) 的 角 2a. 于 是 
AHE 也 为 2a. 
下 面 我 们 利用 条 件 《i) 的 变形 
AB BD 


BD AC’ 


sk EB=BD=AH, 48l 

AB_EB 

AH EC 
此 外 ， 又 有 一 B4 万 = 一 BEC， 这 就 是 说 三 角形 三 PC m ABH 相 
似 . 因此 图 工 所 标的 角 7Y 等 地 24， 因 为 Y 和 六 都 在 同一 加 上 对 着 
3 ALH, BCA B— 2a. I ED 及 AG 都 是 44, 整个 大 图 的 局 长 就 
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二 


EÈ 1l4a. 弧 AE 就 是 赔 周 的 七 分 之 -, 这样. 我们 的 完 长 的 证 明 就 
结束 了 ， 正 七 边 形 已 在 图 工作 出 . 

上 述 (a} 部 分 中 的 端点 作 图 法 在 希腊 数学 中 是 独 一 盛 . -的 . 从 
直观 上 看 ， 我 们 可 能 会 觉得 它 不 如 三 等 分 - 角 中 的 用 法 更 令 人 满 
意 ， 串 实 上 ， 我 并 不 确切 地 知道 阿 基 米 德 吓 怎样 打算 去 确定 什么 
时 候 两 个 角形 就 相等 了 ， 而 阿拉 相 文 本 当然 也 没有 给 出 任 何 线 
Z. 不 过 ， 易 证 方程 〈i) 和 Gi 可 用 两 条 二 次 曲线 相交 而 求解 ， 
这 种 方法 曾 为 希腊 几何 学 家 广泛 地 应 用 过 . 

虽然 养 腊 数学 家 解 题 时 还 没有 我 们 今天 的 方便 的 代数 记 法 ， 
但 他们 已 完全 能 够 把 -对 具有 两 个 未 知 数 欧 次 方程 化 为 两 圆锥 
上 曲线 的 相交 问题 ， 


[1] LEHR EAA r ERAH E, 1930 年 出 版 p97 103. 
L2} J. Tropfke, “Die Siebeneckabhandlung des Archimedes” (Pf EOK 1% H 
正七 边 形 论 交 } Osiris 1. pp. 636 65L 
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